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WITH NON-STATIONARY BOUNDARY

Miroslav Haj¹man�, Jaromír ©víglery

Summary: The numerical computation of the compressible inviscid ow in the region

between two planes is presented. One of the planes approaches to the other. The mathema-

tical model is described by the conservative system of equations. Numerical solution of this

system is based on the �nite volume method. The TVD (total variation diminishing) Mac-

Cormack scheme with the accuracy second order was used for the numerical computation.

Numerical results are presented.

spoluzabírající plochy

fyzikální model

Obrázek 1: Simulace zábìru vy¹¹í kinematické dvojice

1 Úvod

V práci je øe¹ena úvodní analýza proudìní stlaèitelné nevazké tekutiny v oblasti mezi plo-

chou a zakøiveným dnem rotaèního válce pøibli¾ujícího se k rovné podlo¾ce. Úloha aproximuje,

obr. 1, pøípad zábìru dvou spoluzabírajících ploch ozubených kol v prostoru tvoøících vy¹¹í

kinematickou dvojici a simuluje zjednodu¹enì dìje probíhající v tekutinì mezi zavírajícími se

plochami. Jedná se o prostorovou úlohu, kterou øe¹íme v prvním pøiblí¾ení ve 2D s vyu¾itím
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rotaèní symetrie válce. Cílem je øe¹it úlohu prostorovì a proto je postup øe¹ení veden tak, aby

bylo mo¾no plynule pøejít na øe¹ení 3D matematického modelu. V¹echny uva¾ované rovnice jsou

odvozeny ve 3D, ale vlastní øe¹ení je od poèáteèních podmínek a¾ po výsledky ukázáno ve 2D.

2 Matematický model

Øe¹ení dané úlohy hledáme na oblasti s èasovì promìnnou hranicí, kterou budeme re-

spektovat zavedením diskrétní mno¾iny oblastí 

n; n = 1; : : : ; N , které odpovídají èasové

promìnlivosti oblasti 
. Na obr. 2 jsou znázornìny oblasti a jejich hranice ve 2D. Èást

hranice, která odpovídá podstavì válce, je obecnì libovolná plocha, kterou lze v lokálním

souøadném systému válce popsat funkcí nezávislou na èase g = g(~xi). V globálním souøadném

systému xi se válec pohybuje spolu s lokálním souøadným systémem válce ~xi a tedy platí

gn+1(xi) = gn(xi)��z; xi = x; y; z.
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Obrázek 2: Matematický model oblastí 

1
a 


n
, 1 < n < N ve 2D

Pøi øe¹ení uva¾ujeme, ¾e tekutina vyplòující oblasti splòuje rovnici stavovou, rovnici konti-

nuity, Navier - Stokesovy rovnice a energetickou rovnici
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kde i; j; l;m = 1; 2; 3.

Prvotním cílem analýzy je nalézt v kartézských souøadnicích ve 2D rozlo¾ení rychlosti

v(xi; t) = [u(xi; t); w(xi; t)], rozlo¾ení tlaku p = p(xi; t), hustoty � = �(xi; t) a termodyna-

mické teploty T = T (xi; t) v oblastech 

n; n = 1; : : : ; N pøi zvolených poèáteèních a okrajových

podmínkách. Poloha obecného bodu oblasti 

n
je urèena kartézskými souøadnicemi xi; i = x; z.

Poèáteèní podmínky v oblasti 

1
volíme

�(xi; t = 0) = �0(xi) = �0
T (xi; t = 0) = T0(xi) = T0
u(xi; t = 0) = u0 = 0

w(xi; t = 0) = w0(xi) = w0

9>>>=
>>>;
xi 2 


1 ; (5)



kde vektor v = [u0; w0]
T
je vektor rychlosti pohybu válce.

Poèáteèní podmínky na oblastech 

n+1; n > 0 jsou dány øe¹ením na oblasti 


n
. Pøi pøechodu

øe¹ení z 

n
na 


n+1
postupujeme tak, ¾e odstraníme první øádku elementù tìsnì pod plochou

podstavy válce a tím plochu podstavy posuneme smìrem k podlo¾ce o �z.

De�nujme hranice @
n

i
; i = 1; : : : ; 8 oblasti 


n
tak, jak je ukázáno na obrázku 3.
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Obrázek 3: Hranice oblasti 

n

Okrajové podmínky stanovujeme pro ka¾dou dílèí hranici samostatnì. Na hranicích pod-

stavy válce volíme okrajovou podmínku reprezentující jejich pohyb. Dal¹í okrajová podmínka

pøedstavuje výpus» do prostøedí o tlaku p0.

u(xi; t) = u0
w(xi; t) = w0
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Na zbylých hranicích je zvolena okrajová podmínka reprezentující stìnu
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3 Pøevod do konzervativního tvaru

Výchozí soustavu rovnic (1), (2), (3) a (4) pøevedeme do konzervativního systému rovnic ve

3D, pøièem¾ zavedeme vztah pro celkovou energii e = � �+ 1
2�(u

2
+v2+w2

), kde � je mìrná vnitøní

energie, a konstitutivní vztah pro tlak p = (� � 1)

h
e� 1

2�(u
2
+ v2 + w2

)

i
, kde � je Poissonova

konstanta.

Konzervativní systém rovnic mù¾eme vyjádøit nelineární vektorovou parciální diferenciální

rovnicí. Neuva¾ujeme-li objemové síly a vazkost, pak vektorová rovnice ve 3D tvoøí konzervativní

systém Eulerových rovnic

Wt + [F(W)]x + [G(W)]y + [H(W)]z = 0 ; (8)



kde vektor W pøedstavuje vektor neznámých a indexy t, x, y, z znaèí derivace podle èasu, resp.

podle prostorových promìnných. Pro jednotlivé vektory platí
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V øe¹ené oblasti pøedpokládáme stacionární laminární subsonické proudìní, tak¾e soustava

(8) je hyperbolického typu. Soustava (8) spolu s poèáteèními a okrajovými podmínkami tvoøí

matematický model øe¹eného problému. Øe¹ení vektorové rovnice provedeme metodami konzer-

vativní diskretizace pou¾itím metody koneèných objemù.

4 Diskretizace systému rovnic ve 2D

Pro øe¹ení uvedeného problému mù¾eme pou¾ít nìkolik výpoèetních schémat aplikovaných

na metodu koneèných objemù, kde výpoèetními elementy jsou ètyøúhelníky. Uvedeme zde nì-

která schémata. Schéma Lax-Friedrichsovo, které je pøesnosti prvního øádu má pro metodu

koneèných objemù tvar
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Richtmyerovo schéma je dvoukrokové schéma pøesnosti druhého øádu, jeho¾ prvním krokem

je vztah (10) a druhý krok má tvar
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Ve vztazích (10) a (11) pro numerické toky platí vztahy
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2
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1

2
(Fik + Fik�1): (12)

Dále platí, ¾e �ik pøedstavuje obsah elementu o indexech ik a �ym je velikost prùmìtu hranice

m elementu ik do smìru y a tedy platí

�y1 = yi+1k+1 � yi+1k; �y2 = yik+1 � yi+1k+1; �y3 = yik � yik+1; �y4 = yi+1k � yik; (13)

kde indexy ik pøedstavují nyní indexy vrcholù elementù ! Analogické vztahy platí pro �xm.

Dal¹ím schématem pøesnosti druhého øádu je schéma Lax-Wendro�ovo
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kde pro numerické toky F platí
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kde pro �ym platí (13) a kde A je Jacobiho matice, kterou mù¾eme vyjádøit ve tvaru
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kde jsme zavedli oznaèení jvj2 = u2 + w2
. Podobnì jako (15) zavedeme numerické toky H a

odvodíme Jacobiho matici C.

MacCormackovo dvoukrokové schéma typu prediktor-korektor je druhého øádu a má tvar
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V prediktorovém kroku, prvním vztahu (17), je F1 = Fi+1k, F2 = Fik+1 a F3 = F4 = Fik.

Podobné vztahy platí pro Gk . V korektorovém kroku, druhém vztahu (17), je F1 = F2 = Fik,

F3 = Fi�1k a F4 = Fik�1 a podobnì pro Gk . Pro �xm a �ym platí vztahy (13).

V¹echna uvedená schémata jsou podmínìnì stabilní s tzv. CFL podmínkou stability, která

klade omezení na volbu iteraèního èasového kroku �t. Pro na¹e výpoèty volíme CFL = 0:4 a

tedy

�t =
0:4
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5 Schémata s vlastností TVD

Problémem schémat pou¾itých pro Eulerovy rovnice (8) je zobrazení rázové vlny. Jedná se

jednak o její korektní zobrazení, proto¾e nìkterá schémata posunují rázovou vlnu, a dále o její

vyhlazení do nejmen¹ího poètu sí»ových bodù. To je problém volby vazkosti daného schématu

èi volby vhodné umìlé vazkosti. Dále po¾adujeme, aby se neobjevovaly oscilace v øe¹ení.

V literatuøe jsou uvádìna schémata, která toto vylep¹ení respektují. Jde o TVD schémata

(total variation diminishing) a ENO schémata (essential non-oscillatory) a dal¹í. Uva¾ujme TVD

schémata.



De�nujme totální variaci TV (un) sí»ové funkce un = fun
k
g
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1X
k=�1

jun
k+1 � un

k
j (19)

pak diferenèní schéma
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pro poèáteèní problém ut + f(ux) = 0 je typu TVD, jestli¾e

TV (un+1) � TV (un): (21)

Poznámka: Funkce h je obecnì funkcí n-promìnných a h(u; : : : ; u) = f(u).

Dá se ukázat, ¾e Lax-Friedrichsovo schéma má TVD vlastnost. Také se dá ukázat, ¾e Mac-

Cormackovo schéma TVD vlastnost nemá. Aby MacCormackovo schéma mìlo TVD vlastnost,

pou¾ijeme Causonovy úpravy [1] pro systém rovnic (8), která má v 1D tvar
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0 : : : r � 0

: (26)

Causonovu úpravu pro TVD MacCormackovo schéma ve 2D dostaneme aplikací vý¹e uvedených

vztahù na smìry x a z a poté pøiètením èlenu TVD dWn

ik
k druhému vztahu (17).

Poznámka : Pøi u¾ití TVD schématu máme urèitou volnost pøi urèení funkcí èi koe�cientù,

jako pøi u¾ití èlenù umìlé disipace dWn

ik. U TVD schématu musí ale tyto funkce splòovat urèité

vlastnosti dané tím, aby schéma skuteènì bylo s TVD vlastností. U TVD MacCormackovo

schématu jde o funkce G+; G�
a tedy i C(v) a �(r).

6 Numerické øe¹ení

Pro øe¹ení uvedeného problému jsme pou¾ili TVD schémata Lax-Friedrichse a MacCormacka

a schémata s umìlou disipací Lax-Wendro�a a Richtmyerovo schéma. Èlen umìlé disipace v

tìchto schématech volíme ve tvaru Causonova èlenu dWn

ik
, vztah (22) rozepsaný do 2D. Obdr-

¾ené výsledky byly témìø shodné.

Vlastní øe¹ení bylo provedeno pro následující hodnoty. Velikosti stran ve smìru x a z oblasti


 jsou stranaX = 0.2 m a stranaZ = 0.1 m. Polomìr válce Rvalce = 0.04 m. Plynem uvnitø



1. èasová hladina 4. èasová hladina

7. èasová hladina 10. èasová hladina

13. èasová hladina 16. èasová hladina

Obrázek 4: Rozlo¾ení rychlostí v oblastech 
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Obrázek 5: Rozlo¾ení tlaku v oblasti 
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 je vzduch, jeho¾ parametry jsou : Poissonova konstanta � = 1.4 , mìrná plynová konstanta r

= 287.1 m2K�1s�2 a poèáteèní hustota a teplota v 

1
je �0 = 1.133 kgm�3

a T0 = 293.15 K.

Rychlost pohybu válce je u0 = 0 ms�1 , w0 = -100 ms�1 a tlak v okolí je p0 = 95357 Pa. Køivka

podstavy je dána vztahem z = 0:01x2 v intervalu < �1; 1 >. Poèet bunìk jsme volili maximálnì

120x80. Na obr. 4 je pak uvedeno rozlo¾ení rychlostí v rovinì xz v rùzných èasových okam¾icích

a na obr. 5 je rozlo¾ení tlaku v 

5
. Výsledky jsou zobrazeny pro 40x20 bunìk.

7 Závìr

Byla provedena úvodní analýza stavu nevazké stlaèitelné tekutiny v prostoru mezi pøibli¾u-

jícími se zuby dvou ozubených kol. Proto¾e se jedná o slo¾itou kinematicko-geometrickou úlohu

byl pou¾it silnì zjednodu¹ený fyzikální model a reálná situace aproximována oblastí mezi rovin-

nou plochou podlo¾ky a vypuklým dnem rotaèního válce pøibli¾ujícího se k podlo¾ce. Pro tento

fyzikální model byl sestaven matematický model a provedeno jeho øe¹ení. Jedná se o poèáteènì

okrajovou úlohu s pohyblivou hranicí. Nestacionární úloha byla øe¹ena jako kvazistacionární na

jednotlivých èasových hladinách. Pro sestavený matematický model byl proveden detailní rozbor

okrajových podmínek a vybrána metoda pro numerické øe¹ení. Její vhodnost byla ovìøena na

matematickém modelu zjednodu¹eného fyzikálního problému.

Tento pøíspìvek byl vypracován v rámci výzkumného zámìru MSM 235200003.
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