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Summary: This contribution deals with analyzing an inuence of damping on qualitative

behaviour of nonlinear mechanical systems with kinematic couplings { gear teeth. It is solved
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1 Úvod

Tlumení èi tlumicí síly v mechanických soustavách tvoøí významnou slo¾ku, která jak kva-

litativnì, tak i kvantitativnì mù¾e ovlivnit dynamické chování reálných soustav. Je to souhrn

nevratných procesù, pøi kterých se èást mechanické energie ztrácí - rozptyluje. Pøi matematicko-

fyzikálním modelování se proces tlumení spojuje s pøedstavou ekvivalentní tlumicí síly, která

pùsobí proti smyslu pohybu.

Pøíèiny existence tzv. disipativního tlumení v soustavách lze spatøovat jednak v materiá-

lových vlastnostech, tj. v mikrostruktuøe materiálu dané soustavy, a zde pak mluvíme o tzv.

vnitøním tlumení, jednak v charakteru konstrukèního - technologického provedení soustavy. V

tomto pøípadì mluvíme o tzv. konstrukèním tlumení, které vzniká tøením v dùsledku vzájem-

ných mikropohybù - posuvù èástí k sobì spojených napø. lisováním, ¹roubováním, nýtováním,

atd. a které je mimo jiné teplotnì závislé. A koneènì lze jako tøetí vliv na tlumení jmenovat i

vliv prostøedí, ve kterém se ten èi onen daný systém s jistými vlastnostmi nachází.

Tuto ¹irokou ¹kálu pøíèin vzniku a existence vlastností tlumicích sil lze je¹tì doplnit o slo¾ky

tzv. nedisipativního tlumení èi spí¹e potlaèování amplitud kmitání, ke kterým lze øadit napø.

parametrické tlumení vlivem parametrických nelinearit, vliv fáze mezi parametrickým a vnìj¹ím

nepotenciálním buzením a pod.

Pøesto, ¾e otázkám tlumení v obecném slova smyslu je vìnována pozornost ji¾ více ne¾ sto let,

jsou ve svìtové literatuøe o této významné problematice zejména u nelineárních parametrických

soustav pouze kusé poznámky.

Klasická teorie kmitání pru¾ných soustav pou¾ívá øadu let pro vnitøní tlumení jako ener-

geticky nevratného dìje hypotézu viskózního odporu. Vzhledem k jistým rozporùm mezi touto

teorií a experimentem nelze výzkum v tomto smìru dosud pova¾ovat za ukonèený.

Cílem na¹ich úvah bude sledovat vliv daného lineárního a nelineárního tlumení zejména na

kvalitativní i kvantitativní vlastnosti pohybù øe¹ené soustavy. Velice dùle¾itou úlohu zde hrají

z vnitøní dynamiky napø. rázové jevy v zábìru se nacházejícího ozubení, vzniklé vìt¹ími dyna-

mickými ne¾ staticko-elastickými deformacemi zubù. Pøi odskoku bokù pro�lù zubù dochází k
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poru¹ení olejového mazacího �lmu, který pøi normálním zábìru je vytvoøen v klínové mezeøe

ozubení hydrodynamickými podmínkami. Ozubené pro�ly zabírajících kinematických dvojic vy-

konávají slo¾itý pohyb valení - smyk, a to smyk vyplývající jak z geometrie zábìru, tak i z

relativních pohybù elastických podpor tìchto dvojic.

O rychlosti a kvalitì (únosnosti) vytvoøení nosného olejového �lmu po opìtovném styku

pro�lù zubù by» v oblasti normálního èi inverzního zábìru jsou rozhodující

� jeho vzdálenost od centrálního bodu zábìru na zábìrové pøímce,

� velikost relativního pohybu zabírajících pro�lù zubù od pohybù elastických podpor.

V pøípadì absolutnì tuhých podpor kinematických dvojic a pøi zábìru v centrálním bodì

zábìrové pøímky vykonávají boky zubù èistì valivý pohyb. Smykový pohyb daný geometrií

zábìru ozubení je nulový.

Z uvedené struèné úvahy je patrné, ¾e vytvoøení nosného olejového �lmu v zábìru ozubení

je slo¾itou zále¾itostí a dynamické síly v ozubení zde proto dávají podmínky pro okam¾ik vytvo-

øení polosuchého èi suchého tøení, a tím i podmínky pro vytvoøení tzv. samobuzeného kmitání.

Je proto i tento jev v dynamice ozubení dùle¾itou otázkou pøi analýze pohybu mechanických

systémù s kinematickými vazbami.

Výsledky dosavadních studií, napø. [1],[2],[3],[4], ukazují, ¾e v jistých oblastech parametrù

mohou takové soustavy vykazovat velikou dynamickou citlivost a mnohostranné dynamické cho-

vání i na nepatrné jejich zmìny. V tìchto tzv. senzibilních oblastech se ukazuje, ¾e pro jisté

parametry amplitudových modulací a èinitelù èasového pøekrytí parametrických funkcí tuhosti

a lineárního tlumení probíhá senzibilní oblast s chaotickým pohybem relativnì úzkou, av¹ak

slo¾itou oblastí disipativního i samobuzeného kmitání.

Pøíspìvek se zabývá analýzou vlivu tlumení na pohyb zvlá¹tního pøípadu obecné øetìzo-

vitì vìtvené soustavy s dìleným tokem výkonu, tj. jedné vìtve pøená¹eného silového toku jako

soustavy o ¹esti stupních volnosti.

2 Formulace úlohy

Pøevodové soustavy s ozubenými koly, jaké se napø. vyskytují v leteckém èi automobilovém

prùmyslu, mohou podle úèelu nabývat rùznì slo¾itých konstrukcí a být chápány jako øetìzovitì

vìtvené soustavy. Pøesnìj¹í modelování takových soustav vede pøi hmotnostní diskretizaci ja-

ko¾ i vlivem existence rùzných slabých - analytických a silných - neanalytických nelinearit, jako

je napø. vliv technologických boèních zubových vùlí, a dále pøi parametrických budících zdro-

jích na matematicko-fyzikální modely, jejich¾ pohyby lze popsat obyèejnými deterministickými

nelineárními diferenciálními rovnicemi s èasovì promìnlivými koe�cienty tvaru [1]
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Zde pøedstavuje v obecnì m-dimensionální vektor pohybu soustavy, wK (v) je K-tá mocnina

vektoru v, která je de�novaná vztahem w
K(v) = D(w(v))wK�1(v), pøièem¾ D(w(v)) je dia-

gonální matice, ve které jsou prvky na hlavní diagonále tvoøeny prvky vektoru w(v) � v. Dále

je M matice hmotnostních a setrvaèných sil, 1K;K1
K jsou maticemi lineárních, pøípadnì neli-

neárních tlumicích sil, 1C(�);K C(�) pak maticemi kvazilineárních resp. nelineárních vratných

sil a F(�) je vektorem nepotenciálního vnìj¹ího buzení s budícími koe�cienty an; bn a �' fá-

zový úhel. H je Heavisideova funkce, která umo¾òuje v kompaktním tvaru øe¹it pohyby - rázy

jako dùsledek silných neanalytických nelinearit vlivem existence technologických boèních vùlí



s ozubení. Pøíslu¹né lineární resp. nelineární tlumící souèinitelé jsou znaèeny �; Æi, resp. D;Di,

lineární parametrické funkce symboly Yn; Un; Vn a nelineární parametrické funkce tzv. paramet-

rické nelinearity symboly In." a � pøedstavují souèinitele trvání zábìru a amplitudovou modulaci

výsledné tuhostní funkce ozubení 1C(�). Derivace podle bezdimenzionálního èasu � jsou znaèeny

èárkami.

Relativní pohyb v zábìru se nacházejícího ozubení, tj. ve smìru zábìrové pøímky lze pro

obecnou elasticky ulo¾enou soustavu s pohyby podpor fy3;2; z3;2g páru ozubených kol 3,2 pøi

respektování tzv. házivosti rozteèných kru¾nic, které jsou modelovány výstøednostmi e3;2, napsat

ve tvaru [1]

y(�) = Rb3'3 +Rb2'2 + y3 � y2 + e3 sin'3 � e2 sin(�� '2) +
1;2 f(�), (2)

kde 1;2f(�) je chybová funkce, èili odchylka tvaru ozubení od ideální evolventy, � je fázový

úhel natoèení mezi výstøednostmi e3;2 a Rb3;2 jsou polomìry základních kru¾nic. Tento relativní

pohyb tvoøí míru dynamického zatí¾ení v zábìru se nacházejícího ozubení, nebo» dynamická síla

Fdyn =1 C(�)y(�).

Exaktní øe¹ení soustavy (1) v uzavøeném tvaru není vzhledem ke slo¾itosti èlenù, vyjádøených

napø. Fourierovými øadami, mo¾né. Pro analytické øe¹ení se jeví proto jako výhodná analytická

metoda sukcesívních aproximací k diferenciální okrajové úloze transformované ekvivalentní sou-

stavy integrodiferenciálních rovnic s øe¹ícími jádry ve tvaru Greenových rezolvent.

Pro dal¹í analýzu zákonitostí vlivu tlumení bylo takové øe¹ení aplikováno na øe¹ení elasticky

ulo¾ené soustavy páru ozubených kol s pøímými zuby. Takové øe¹ení pohybù ve smìru zábìrové

pøímky soustavy elasticky ulo¾eného páru ozubených kol vede po zavedení relativního pohybu

(2) pøi jednonásobném rezonanèním naladìní v relativním pohybu y vý¹e citovanou metodou a

s pøesností na tøi aproximace na øe¹ení tvaru [4]
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co¾ je vektorovým zpùsobem zapsaná soustava algebraických rovnic pro urèení slo¾ek r; s tzv.

rozvìtvovacích parametrù, získaná z tzv. rozvìtvovacích rovnic E.Schmidtovy metody roz¹tì-

pení øe¹ících jader k diferenciální okrajové úloze ekvivalentních integrodiferenciálních rovnic.

Rozvìtvovací parametry zde vyjadøují jednonásobné rezonanèní naladìní v relativním pohybu

y. Pøitom
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je amplituda rozvìtvovacích { rezonanèních parametrù. Koe�cienty kvazilineárního parametric-
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respektují vlivy lineárního tlumení � v relativním pohybu a Æ3;2 v pohybu podpor,
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vliv nelineárního kubického tlumení D v relativním pohybu a D3;2 v pohybu podpor, N : : :

pøirozené èíslo. �3;2 zde pøedstavuje naladìní podpor kol 3,2.

Vliv parametrické nelinearity je v (3) pøi pøesnosti øe¹ení na tøi aproximace reprezentován

èleny s IN=2 a I3N=2 harmonické øady.

Explicitní tvary koe�cientù kvazilineárních, tj. Yn; Un; Vin, a nelineárních In parametrických

funkcí z dùvodù omezeného místa zde neuvádíme, viz [1].

Parametrické budící èleny v (3) pak vystupují na základì uvedeného stupnì aproximace

v tìchto pøípadech kombinace sèítacích indexù

N � 2n = �N , tj. n = N ,

N � 2n+ 2m = N nebo N + 2n� 2m = N , tj. m = n,

N � 2n� 2m = �N , tj. m = N � n,

N � 2n+ 2m = �N , tj. m = n�N ,

N + 2n� 2m = �N , tj. m = N + n.

V [1] byly odvozeny explicitní tvary výrazù pro jednotlivé aproximace øe¹ení jednonásobné

rezonance v relativním pohybu y, který fyzikálnì, jak ji¾ bylo øeèeno, vyjadøuje míru dynamic-

kého zatí¾ení v zábìru se nacházejícího ozubení. Z jejich tvarù vyplývá, ¾e v pøípadech kombinace

sèítacích indexù v R0 a R1 vystupují v (3) parametrické budící èleny, vyjadøující z fyzikálního

pohledu nelineární charakter tuhosti zábìru, vliv elasticity olejového �lmu v zábìru se nacháze-

jících párù zubù, vliv zubových modi�kací na pøechod z jedné potenciální tuhostní hladiny na

druhou a opaènì, jako¾ i Hertzovy tlaky, tzv. parametrické nelinearity charakterizované pro

tøi aproximace èleny Fourierovy øady IN=2 a I3N=2.

Pro øe¹enou aplikaci pøevodových soustav s kinematickými dvojicemi { ozubenými koly {

mají tyto velièiny fyzikální význam pouze pro pøípady s N sudým. Pro tuto podmínku (tj. pro

N sudé), je v [1] odvozena funkèní závislost amplitudofrekvenèní charakteristiky

A = f
�
�; IN=2; I3N=2; : : :

�

na frekvenèní variaci � v okolí rezonanèní frekvence 
0 relativního pohybu, èinitelích IN=2; I3N=2,

tlumení �; Æi;D;Di, naladìní podpor �i, nepotenciálním buzení aN ; bN atd.

3 Analýza vlivu tlumení na pohyb soustavy

Kvalita pohybu èástí dynamicky zatí¾ené soustavy má zejména vliv na její ¾ivotnost a spoleh-

livost. A proto¾e mírou dynamického zatí¾ení v zábìru se nacházejícího ozubení kinematických

dvojic je relativní pohyb y, bude zde pozornost vìnována zejména tomuto pohybu v oblasti



y � 0. Pevnostní a dimenzionální posouzení namáhání vy¾aduje co nejdokonalej¹í dynamické

vy¹etøení dané soustavy, zvlá¹tì vedou-li náhradní dynamické modely na soustavy nelineární, kde

se objevují nové, mnohdy neèekané jevy { fenomény, jako bifurkace a ¹tìpení amplitudofrekvenè-

ních prùbìhù, pøechody regulárních pohybù v pohyby iregulární a opaènì, oblasti stability èi

existence senzibilních oblastí parametrù a pod.

Uka¾me si nyní na nìkolika pøípadech ryze parametricky èi parametricky a vnì buzené sou-

stavy s nulovými èi s existujícími parametrickými nelinearitami vliv lineárního a nelineárního {

kubického tlumení v zábìru ozubení na zákonitosti vývoje rezonanèních charakteristik regulár-

ních a iregulárních pohybù chaotického charakteru, bifurkací èi ¹tìpení rezonanèních vìtví.

Vliv lineárního tlumení � na velikost amplitudy A v relativním pohybu y a její víceznaènost

je znázornìn v prostoru f�;A;�g na obr.1. U tohoto ryze lineárnì parametricky buzeného sys-

tému (an; bn = 0) a daného naladìní vzniká rezonanèní kmitání v oblasti � � 0; 2, s klesajícím

tlumením � amplitudy narùstají, pøièem¾ v oblasti samobuzeného kmitání (� < 0) pøechází jed-

noznaèné øe¹ení dvoj- a¾ tøíznaèné. Na tlumení závislá amplitudová víceznaènost je ve støedním

øezu (� = 0) znázornìna rùznì orientovaným ¹rafováním. Prùnik mno¾iny rezonanèních charak-

teristik s rovinou f�; �) je vyznaèen slabou stopníkovou èarou. Nárùst amplitud A s klesajícím

� neprobíhá zcela lineárnì, malý odklon od lineárního prùbìhu je zpùsoben existencí kubického

tlumení jak v relativním pohybu y, tak i v posuvech y3;2 ulo¾ení kol. Charakteristickým znakem

pro amplitudový prùbìh v oblasti samobuzeného kmitání jsou uzavøené smyèky. Vzhledem k

tomu, ¾e souèinitelé èi míry tlumení nejsou v obecnosti zcela známé, nebo» jsou té¾ funkcí tvaru

okolí napø. inkriminovaného místa ulo¾ení atd., budou parametry tlumení variovány v ¹ir¹ím

rozmezí. Tím lze té¾ sledovat kvalitativní vlastnosti dynamické soustavy s mo¾ným dopadem

na stabilitu, bezpeènost a spolehlivost konstrukcí i v okolí odhadovaného pøibli¾ného parametru

tlumení.

Obrázek navazuje na obr.1 s tím rozdílem, ¾e mimo parametrické budící slo¾ky zde vystupuje

je¹tì dal¹í nepotenciální vnìj¹í budící zdroj, tj. chybová funkce, respektující odchylku od ideální

evolventy s tou zvlá¹tností, ¾e oba zdroje kmitání mají spoleènou základní budící frekvenci, která

se rovná zábìrové frekvenci !c. Pro srovnání s pøípadem ryze parametrické soustavy, viz obr.1, je

pøi smí¹eném buzení smplitudový charakter podobný, tj. amplitudy rostou s klesajícím lineárním

tlumením � relativního pohybu y, ve smìru osy frekvenèní variace � amplitudy A s rostoucím �

asymptoticky klesají. Víceznaènost øe¹ení se v oblasti samobuzeného kmitání v dùsledku vnìj¹ího

buzení zvý¹ila pøi zachování typicky smyèkového charakteru a¾ na osminásobnou.

Vliv kubického tlumení D relativního pohybu pøi uvedeném naladìní na rezonanèní charak-

teristiku daného systému pøi smí¹eném buzení je patrný z obr.3.

Porovnáme-li prùbìhy pro lineární tlumení (obr.1) a obr.3, vidíme, ¾e zatímco amplitudy A v

oblasti samobuzených kmitù pøi klesajícím � rostou, vykazuje amplitudový prùbìh u kubického

tlumení D jisté maximum. Prùbìh pak s dále klesajícím D < 0 klesá k jisté hodnotì. Smyèkový

charakter prùbìhu A je opìt patrný, jeho výraznost se v¹ak s klesajícím D < 0 zmen¹uje.

Dal¹í vliv lienárního tlumení � relativního pohybu y, tj. zákonitosti ¹tìpení amplitudových

charakteristik, jako¾ i vznik a zánik bifurkaèních bodù lze sledovat z obr.4. Jde zde o jednoná-

sobné ¹tìpení amplitudofrekvenèní charakteristiky. Pøíklad násobného ¹tìpení (trojnásobného)

a bifurkací rezonanèních køivek v rovinì f�;Ag nastává napø. pro fázový úhel ' = 0:50195�, je

ukázán v [4].

Stanovení oblastí pohybù chaotického charakteru nelineárních soustav s variabilní strukturou

v závislosti na jistých, z dynamického hlediska význaèných parametrech systému je, jak z hlediska

základního výzkumu, tak i z hlediska fyzikálních aplikací vysoce aktuální úkol. Metody, jak toho

dosáhnout, mohou být rùzné. Zde bylo pro urèení oblastí s pohybem chaotického charakteru

vyu¾ito analytické metody, tj. metody øe¹ení integrodiferenciálních rovnic. Oblasti mohly být

proto urèeny pouze na základì tvaru pohybù. Metodika pøímého analytického øe¹ení stability

èi nestability napø. urèením charakteristických èi ljapunovských exponentù bude pøedmìtem



dal¹ího výzkumu.

Obr.1 { Rezonanèní charakteristiky v oblasti lineárního tlumení relativního pohybu y pøi

ryze parametrickém buzení a naladìní soustavy N = 2; K = 2; �0 = 4; �3;2 6= N2
1 ; Æ3;2 = 0;

D = D3;2 = 0; 1; aN = 0; IN=2 = I3N=2 = 0; � = 0; 6034; " = 1; 435.

Obr.2 { Rezonanèní charakteristiky v oblasti lineárního tlumení relativního pohybu y pøi

smí¹eném parametrickém a vnìj¹ím buzení pro naladìní soustavy soustavy N = 2; K = 2;

�0 = 4; �3;2 6= N2
1 ; Æ3;2 = 0; D = D3;2 = 0; 1; aN = 0; 164; IN=2 = I3N=2 = 0; � = 0; 6034;

" = 1; 435 a fázi �' = 0.



Obr.3 { Rezonanèní charakteristiky v oblasti kubického tlumení relativního pohybu y pøi

smí¹eném parametrickém a vnìj¹ím buzení pro naladìní soustavy soustavy N = 2; K = 2;

�0 = 4; �3;2 6= N2
1 ; Æ3;2 = 5; 33:10�3; D3;2 = 0; 1; aN = 0; 164; IN=2 = I3N=2 = 0; � = 0; 6034;

" = 1; 435 a fázi �' = 0.

Obr.4 { Zákonitost vzniku roz¹tìpení amplitudofrekvenèních charakteristik f�;A;�g pøecho-

dem a) bodu nespojitosti G na b) bod spojitosti G a c) vznik bodù vìtvení E1;F1.

Ukázka prùbìhu senzibilní oblasti s pohybem chaotického charakteru v prostoru f";�;�g je

na obr.5. Prùbìh v oblasti kmitání pro � > 1 je patrný z obrázku vpravo nahoøe. Hladký spojitý

prùbìh hranic v singulárním bodì naladìní � = 0 nabývá v malém okolí hodnoty èasového

pøekrytí " = 1 nespojitý alternující prùbìh, viz detail W obrázku. Vzhledem k de�novanému

fyzikálnímu významu tuhostní funkce C(�; "; �; : : :) le¾í pøípad � = 0 mimo pozornost na¹eho

zájmu.



Obr.5 { Prùbìh senzibilní oblasti s chaotickým pohybem v soustavì parametrù f�; ";�g

pøi lineárním a nelineárním (IN=2 6= 0), parametrickém disipativním (� > 0) a samobuzeném

(� < 0) kmitání pro naladìní soustavy N = 2; K = 2; �0 = 4; �3;2 6= N2
1 ; Æ3;2 = 0; D = D3;2 = 0;

aN = 0; IN=2 = 1; I3N=2 = 0.

Uvnitø senzibilní oblasti situovaný èárkovaný prùbìh, viz øez rovinou f";�g pro � = 1 vlevo

nahoøe v obrázku a prùbìh vyznaèený tenkou èarou v obrázku detailu W pøedstavují místo, kdy

dochází ke ¹tìpení amplitudofrekvenèních charakteristik relativního pohybu y.
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