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Summary: Domain decomposition methods are very popular for solution of large engi-
neering and scientific problems at this time. They lead to the resulting system of equations
which is usually solved by iterative method. The convergence of iterative methods is affected
by several factors which are investigated in this paper. Different decompositions are used
and condition numbers are calculated.
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1 Úvod

Zejména ve vědeckých výpočtech se stále v́ıce prosazuj́ı paralelńı poč́ıtače. Důvody, které
hovoř́ı pro jejich využit́ı, jsou zřejmé. Jedná se o snahu řešit a modelovat složité jevy a procesy
prakticky ve všech oblastech. Ačkoliv lze pozorovat takové snahy i v inženýrské praxi, nejsou
v ńı zat́ım paralelńı poč́ıtače běžné, ale lze očekávat změnu v souvislosti se stále rostoućım
výkonem poč́ıtač̊u a s rostoućı podporou paralelńıho prostřed́ı. Zlom ve využ́ıváńı nastane
pravděpodobně ve chv́ıli, kdy firmy pochoṕı snadnost sestrojeńı vlastńıho paralelńıho stroje ze
stávaj́ıćıch poč́ıtač̊u. Prakticky každá projekčńı kancelář v současné době vlastńı řadu poč́ıtač̊u
pro poč́ıtačem podporované projektováńı a jěště daľśı pro administrativu. Spojeńım takových
poč́ıtač̊u śıt́ı lze sestrojit tzv. cluster, jehož cena bude dána vlastně pouze cenou zmiňované śıtě.
Poč́ıtače tvoř́ıćı jednotlivé uzly paralelńıho stroje jsou již k dispozici.

S přechodem od jednoprocesorových poč́ıtač̊u k paralelńım je třeba změnit nebo upravit
řadu běžně použ́ıvaných algoritmů. Důvodem je rozložeńı dat po jednotlivých procesorech což
vede k možnostem řešit mnohem větš́ı úlohy. T́ım pádem každý uzel paralelńıho poč́ıtače může
efektivně pracovat jen na části dat, zbytek muśı źıskat pomoćı komunikace. To je na druhou
stranu nevýhoda, protože komunikace mezi procesory je nejslabš́ım mı́stem paralelńıch výpočt̊u.
Nejv́ıc dat je třeba vyměňovat při řešeńı soustav rovnic, které zajǐst’uj́ı přenos informaćı po
oblasti. Proto všechny části souvisej́ıćı s řešeńım je třeba změnit nebo alespoň upravit. Naopak
pro řadu úkon̊u spojených s metodou konečných prvk̊u lze velkou část sekvenčńıho kódu použ́ıt
prakticky beze změny. Jedná se o sestavováńı charakteristických matic (tuhosti, hmotnosti,
vodivosti aj.) a vektor̊u, výpočet deformaćı a napět́ı apod.

Lze tvrdit, že v současné době se k řešeńı soustav rovnic zejména použ́ıvaj́ı metody doménové
dekompozice [1], [4], [5], [9], [10]. Tyto metody se označuj́ı také jako metody subkonstrukćı, což
je pro inženýry snadno představitelné. Metody rozkladu oblasti na podoblasti umožňuj́ı poměrně
snadnou paralelizaci. Jednotlivé podoblasti jsou zpracovávány téměř stejným zp̊usobem jako při
sekvenčńım běhu programu. Nav́ıc se vyskytuje řešeńı výsledné soustavy rovnic, jej́ıž fyzikálńı
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smysl spoč́ıvá v zajǐstěńı spojitosti neznámých veličin na hranićıch podoblast́ı. Přednost́ı těchto
metod je využit́ı jak př́ımých (finitńıch), tak iteračńıch metod.

Děleńı p̊uvodńı oblasti na podoblasti má jasně vliv na rychlost výpočtu a na maximalńı
velikost řešené úlohy. Tento př́ıspěvek analyzuje r̊uzné možnosti dekompozice a r̊uzné požadavky,
které jsou na ně kladeny, aby výpočet proběhl co nejefektivněji. Nejprve je v kapitole 2 velice
stručně zmı́něna jedna verze doménové dekompozice. Pomoćı ńı lze snadno objasnit některé
požadavky na děleńı, které jsou obsaženy v kapitole 3. V kapitole 4 jsou pak uvedena č́ısla
podmı́něnosti výsledných soustav rovnic problémů s homogenńımi i heterogenńımi materiály.

2 Primárńı doménová dekompozice

Doménové dekompozice lze rozdělit na dvě základńı skupiny. V mechanice konstrukćı se
prakticky všechny výpočty prováděj́ı metodou konečných prvk̊u a to deformačńı variantou. To
znamená, že neznámé vyskytuj́ıćı se v problému jsou posuny nebo pootočeńı. Prvńı skupina,
tvořená primárńımi doménovými dekompozicemi, pracuje pouze s p̊uvodńımi neznámými.
Naopak druhá skupina, ve které jsou sdruženy duálńı doménové dekompozice, pracuje na úrovni
podoblast́ı s primárńımi neznámými, tj. posuny a pootočeńımi, na úrovni výsledného problému
však pracuje s duálńımi neznámými, tj. s uzlovými silami a momenty. Druhá skupina metod
je považována za lepš́ı a v literatuře se označuje jako metoda FETI (Finite Element Tearing
and Interconnecting). Pro potřeby rozboru vlivu děleńı oblasti na podoblasti bude zkoumána
primárńı dekompozice.

Jak již bylo uvedeno, v primárńı doménové dekompozici se pracuje stále s p̊uvodńımi nezná-
mými. Metoda je založena na výpočtu tzv. Schurových doplňk̊u [9], [10], což se v inženýrské
mluvě označuje jako kondenzace vnitřńıch stupň̊u volnosti. Vhodným oč́ıslováńım neznámých
v problému má soustava rovnic tvar
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kde je použito označeńı

• r
(j)
[i] , kde j ∈ {1, 2, . . . ,m} vektory neznámých uvnitř j-té podoblasti,

• r[b] vektor neznámých na hranićıch podoblast́ı,

• f
(j)
[i] , kde j ∈ {1, 2, . . . ,m} vektory zat́ıžeńı uzl̊u uvnitř j-té podoblasti,

• f [b] vektor zat́ıžeńı uzl̊u na hranićıch podoblast́ı.
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ve které se vyskytuj́ı pouze neznámé na hranićıch podoblast́ı.
Výsledná soustava rovnic si zaslouž́ı pozornost. V některých př́ıpadech se dař́ı zvolit hran-

ice podoblast́ı tak, že výsledných neznámých, tj. neznámých na hranićıch mezi jednotlivými
podoblastmi, je velmi malé množstv́ı. V takových př́ıpadech se vyplat́ı použ́ıt pro řešeńı nějakou
př́ımou metodu výpočtu, např. LDLT rozklad. Finitńı metoda má sv̊uj velký význam zejména
v př́ıpadě mnoha pravých stran.

Obvykle je ale hraničńıch neznámých poměrně mnoho a struktura výsledné matice neńı
vhodná pro ukládáńı skyline, které je spjato s př́ımými metodami. V matici je stále málo
nenulových prvk̊u (matice je stále ř́ıdká), ale jsou daleko od diagonály. V takových př́ıpadech
se vyplat́ı ukládat pouze nenulové prvky matice společně s jejich indexy. Takové ukládáńı se
obvykle označuje jako compressed rows nebo compressed columns. T́ım se ale také zúžil výběr
metod na iteračńı [2], [3].

Lze ukázat, že výsledná soustava rovnic je lépe podmı́něná než p̊uvodńı soustava. To samo
o sobě nestač́ı a měl by být použit nějaký druh předpodmı́něńı.

3 Děleńı oblasti na podoblasti

Z předcházej́ıćı kapitoly lze usoudit na to, jakým zp̊usobem by měla být p̊uvodńı oblast
rozdělena na menš́ı podoblasti. Řadu pravidel lze určit pouhým pohledem na definičńı vz-
tahy Schurových doplňk̊u a na rovnici (3). Nicméně rozbor vlastńıch č́ısel výsledné soustavy a
následný výpočet č́ısla podmı́něnosti vede k určitým úpravám.

V př́ıpadě tzv. homogenńıho paralelńıho poč́ıtače, tj. poč́ıtače obsahuj́ıćıho stejné proce-
sory se stejně velkými operačńımi pamět’mi, je třeba děleńı provést tak, aby všechny podoblasti
byly přibližně stejné, v ideálńım př́ıpadě, aby byly úplně stejné. S výjimkou obdélńıkových
nebo kvádrových oblast́ı je ale takový požadavek nereálný. Složitěǰśı situace nastává pro
tzv. heterogenńı paralelńı poč́ıtače, kterých bude s časem stále přibývat. Je to zp̊usobeno
neustálým zvětšováńım počtu cluster̊u, tj. paralelńıch poč́ıtač̊u, které jsou tvořeny jednotlivými
osobńımi poč́ıtači spojenými śıt́ı a vybavenými nějakou vhodnou knihovnou podporuj́ıćı par-
alelńı prostřed́ı. Takové poč́ıtače jsou řádově levněǰśı než masivńı paralelńı stroje. Kromě toho
je lze snadno vytvořit ze stávaj́ıćıch osobńıch poč́ıtač̊u s malou investićı do śıtě.

Pro heterogenńı poč́ıtače by měla být oblast rozdělena na podoblasti v takových poměrech,
jako jsou poměry výkon̊u jednotlivých procesor̊u. Zjǐst’ováńı poměr̊u výkon̊u procesor̊u je třeba
provést pomoćı doplňuj́ıćıch výpočt̊u.

Na počtu uzl̊u na jedné podoblasti záviśı počet neznámých na procesoru, na počtu prvk̊u na
jedné podoblasti záviśı pracnost a doba sestaveńı globálńıch matic. Je jasné, že pouhá rovnost
počtu prvk̊u a počtu uzl̊u na podoblastech nestač́ı. Daľśım podstatným faktorem je š́ı̌rka pásu
matice podoblasti, která záviśı na oč́ıslováńı neznámých a na tvaru podoblasti. Č́ım je š́ı̌rka
pásu větš́ı, t́ım déle trvá eliminace/rozklad matice a t́ım v́ıce paměti je třeba k jej́ımu uložeńı.
Vhodnou volbou dekompozice lze źıskat př́ıznivěǰśı tvary podoblast́ı a t́ım zmenšit š́ı̌rku pásu.

4 Č́ısla podmı́něnosti matice výsledného problému

Všechny požadavky uvedené v předcházej́ıćı kapitole se týkaj́ı zejména prvńı fáze výpočtu, tj.
kondenzace vnitřńıch neznámých a sestaveńı matice výsledného problému. V kapitole 2 bylo uve-
deno, že řešeńı výsledné soustavy rovnic (3) se provád́ı nejčastěji iteračńımi metodami. Rychlost



jejich konvergence se obvykle odhaduje z vlastńıch č́ısel. Výpočet vlastńıch č́ısel je náročněǰśı
než řešeńı samotné soustavy a při řešeńı konkrétńıch problémů se pochopitelně neprovád́ı. Tento
článek se věnuje vlivu r̊uzných tvar̊u podoblast́ı na efektivitu celého výpočtu.

Table 1: Č́ısla podmı́něnosti a počty iteraćı.
počty počty největš́ı nejmenš́ı č́ıslo počet

podobl. prvk̊u na vlastńı vlastńı podmı́něnosti iteraćı
podoblastech č́ıslo č́ıslo

4x4 12x12 30.514 0.00891 3390.960 94
8x2 6x24 30.594 0.00758 4034.175 100
2x8 24x6 30.069 0.00756 3977.871 100
16x1 3x48 30.380 0.00488 6215.673 124
1x16 48x3 30.489 0.00485 6283.377 121

Table 2: Č́ısla podmı́něnosti a počty iteraćı.
počty počty největš́ı nejmenš́ı č́ıslo počet

podobl. prvk̊u na vlastńı vlastńı podmı́něnosti iteraćı
podoblastech č́ıslo č́ıslo

4x4 48x48 30.07287 0.002200 13668.231 194
8x2 24x96 30.07070 0.001858 16177.247 208
2x8 96x24 30.07261 0.001858 16238.884 205
1x16 192x12 30.07261 0.001191 25245.413 240
16x1 12x192 30.07129 0.001203 24999.466 249

Odhady č́ısel podmı́něnosti a počtu iteraćı lze pro jednoduché oblasti a problémy zkon-
struovat bez numerického výpočtu vlastńıch č́ısel. Pro složitěǰśı tvary oblast́ı s uvažováńım
heterogenńıho materiálu je třeba vlastńı č́ısla vypoč́ıtat. V této kapitole je studována čtvercová
oblast, protože nab́ıźı mnoho možnost́ı dekompozice na podoblasti. Kromě toho i s velmi pro-
pracovanými metodami přeč́ıslováńı vedou čtvercové oblasti na velkou š́ı̌rku pásu. Některé
dekompozice jsou uvedeny na obrázku 1.

V tabulkách 1 a 2 jsou uvedena č́ısla podmı́něnosti a počty iteraćı při řešeńı výsledného
problému pro dvě r̊uzně husté śıtě prvk̊u. Celkový počet prvk̊u a uzl̊u na celé oblasti byl
konstantńı. Z tabulek je vidět pouze dvojnásobný nár̊ust č́ısel podmı́něnosti a počt̊u iteraćı pro
oblasti s poměrem stran 1/16 oproti čtvercovým podoblastem. V tabulce 3 jsou uvedeny počty
prvk̊u v matićıch a počty neznámých. Pro děleńı oblasti na 4x4 a 8x2 podoblasti jsou nároky
prakticky stejné. Z výše uvedených dat je vidět, že děleńı na 4x4 a 8x2 podoblasti je téměř
shodné jak co do nárok̊u na pamět’, tak co do počtu iteraćı. To je dobrá zpráva pro tv̊urce
generátor̊u śıt́ı, protože př́ısné požadavky na tvary podoblast́ı by byly těžko splnitelné.

Až dosud byl uvažován homogenńı materiál. V praxi, zejména stavebńı, se ovšem téměř
vždy setkáváme s heterogenitou. Jsou-li moduly pružnosti na sousedńıch prvćıch v poměru
1/10, konvergence iteračńı metody řeš́ıćı výslednou soustavu rovnic se zhorš́ı tak, jak je uvedeno
v tabulce 4. Śıt’ prvk̊u je totožná se śıt́ı uvedenou v tabulce 2. Z posledńıch sloupc̊u je vidět
prakticky dvojnásobný nár̊ust počtu iteraćı.



Figure 1: Ukázky některých děleńı oblasti.

Table 3: Nároky na pamět’.
počty počty počet počet počet

podoblast́ı prvk̊u na prvk̊u neznámých hran. nezn.
podoblastech v matici na podobl. na podobl.

4x4 48x48 1 361 955 4802 384
8x2 24x96 1 991 595 4850 480
2x8 96x24 1 396 011 4850 480
1x16 192x12 2 041 348 4992 790
16x1 12x192 3 539 271 5018 816

5 Závěr

Z rozbor̊u jednotlivých tvar̊u podoblast́ı a z našich předcházej́ıćıch zkušenost́ı vyplývaj́ı tyto
požadavky pro využit́ı homogenńıho clusteru:

• stejný počet uzl̊u na všech podoblastech - zajist́ı stejný počet neznámých na procesorech,

• stejný počet prvk̊u na všech podoblastech - zajist́ı stejnou pracnost při sestavováńı matice

• vhodný tvar podoblast́ı - zmenš́ı se š́ı̌rky pás̊u matic, zmenš́ı se nároky na pamět’,

• malý počet neznámých na hranićıch podoblast́ı - z počtu neznámých na hranićıch se
odvozuje rozměr výsledného problému.



Table 4: Č́ısla podmı́něnosti a počty iteraćı. Nehomogenńı materiál.
počty počty největš́ı nejmenš́ı č́ıslo počet

podobl. prvk̊u na vlastńı vlastńı podmı́něnosti iteraćı
podoblastech č́ıslo č́ıslo

4x4 48x48 175.325 0.006457 27150.618 374
8x2 24x96 175.391 0.005409 32424.523 400
2x8 96x24 163.256 0.005428 30075.488 408
1x16 192x12 163.444 0.003476 47011.661 480
16x1 12x192 157.581 0.003447 45706.433 471

V př́ıpadě heterogenńıho clusteru je třeba pravidla upravit podle poměr̊u výkon̊u a velikost́ı
pamět́ı jednotlivých procesor̊u.

Źıskaná vlastńı č́ısla a č́ısla podmı́něnosti pro čtvercové a obdélńıkové podoblasti vedou k
závěru, že tvar podoblast́ı má zejména vliv na š́ı̌rku pásu matic. Vliv na počty iteraćı je slabš́ı
a lze ho do jisté mı́ry kompenzovat vhodným předpodmı́něńım.
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