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Summary: The Armstrong-Frederick and Chaboche models were generalized in the 
framework of non-linear kinematic hardening theory. A procedure for solving the 
hardening evolution law was implemented within the PMD FEM package. Both the 
generalized constitutive model and the way of implementation as well as the differences 
between the three types of hardening rules are reported in detail. 

1. ÚVOD 
Základními dvěma prostředky pro popis evoluce plochy plasticity v prostoru napětí jsou 

modely izotropního a kinematického zpevnění. Pomocí izotropního zpevňování nelze postihnout 
Bauschingerův efekt, a proto tento model může být použit pouze v případech prostého jednorázového 
zatěžování. Model kinematického zpevnění v lineární podobě zase selhává při simulaci cyklického 
plastického tečení (ratchettingu, cyklického creepu). Kombinací obou přístupů [1] je sice možno 
popsat tzv. cyklické zpevňování či cyklické změkčování, avšak ani toto řešení nepřináší požadované 
zlepšení v problémech, kdy je nutno zachytit přesný tvar cyklické křivky s ohledem na různou odezvu 
při zatížení resp. odlehčení. 

Moderní konstitutivní vztahy, vhodné pro cyklickou plasticitu, lze rozdělit do tří kategorií: 
endochronní plasticita (Valanis), víceplochové modely (Krieg, Mróz, Dafalias) a nelineární 
kinematické zpevnění (Armstrong, Frederick, Chaboche). Poslední možnost je velmi jednoduchá, 
elegantní a efektivní. Blíží se totiž metodě prosté superpozice izotropního a kinematického modelu, 
v rámci evolučního zákona pro vývoj kinematických parametrů (backstressu), je však místo Pragerova 
či jiného lineárního zákona uplatněna odlišná nelineární forma. Poprvé takový model představili 
Armstrong a Frederick [2], kteří navrhli tvar s přidanou paměťovou složkou (recall term), lineárně 
závislou na skalárním součinu normály k  ploše plasticity v místě zatěžovacího bodu a okamžité 
hodnoty kinematického tenzoru. Model má řadu výhod, lze jím poměrně úspěšně simulovat plastické 
tečení a jiné efekty a není v něm potřeba definovat další plochu plasticity (ačkoli v něm je implicitně 
přítomná, viz [3]).  

V Ústavu termomechaniky AV ČR je vyvíjen výpočetní systém PMD (Package for Machine 
Design), využívající pro řešení MKP (viz také [4]). Z výše uvedených důvodů a jelikož stávající 
systém PMD umožňuje úplné řešení kombinace izotropního a lineárního kinematického zpevnění, je 
možno očekávat, že uvedený nelineární model bude snadno implementovatelný. Není potřeba vytvářet 
žádná nová pravidla pro pohyb druhé plochy ani pro pohyb stávající plochy plasticity vůči druhé. 
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Tři cykly (+400 MPa, -400 MPa)
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Abychom zachovali variabilita zadání i v případě dalšího rozvoje Armstrongova-Frederickova 
modelu, je místo konstantní hodnoty η zaveden do požadavků na zadání podobný způsob 
implementace, tentokrát to však je závislost celé paměťové složky na vnitřním součinu kinematického 
parametru a gradientu k ploše plasticity. Pak Chabocheův předpoklad konstantní hodnoty η odpovídá 
požadavku lineárního růstu paměťové složky se směrnicí η v závislosti na tomto skalárním součinu. 

Závisle proměnná paměťová složka je zařazena mezi ostatní závisle proměnné definované při 
zadávání konkrétní úlohy a je umístěna na první prázdnou pozici. Vzhledem k charakteru 
implementace platí, že není-li tato položka uživatelem specifikována, nabývá paměťová složka nulové 
hodnoty a zůstává tak čistě kinematický model s von Misesovou plochou plasticity a Pragerovým 
evolučním zákonem v jeho lineární podobě. To znamená, že není potřeba dále ošetřit rozdíl mezi 
použitím lineárního a nelineárního evolučního zákona. Pro rozlišení použitého modelu je postačující 
způsob zadání. 

5. TESTOVACÍ PŘÍKLADY 
Pro ověření správnosti implementace byl využit analytický vztah ( 30 ) popisující závislost 

mezi okamžitými hodnotami kinematického parametru a plastické deformace. Protějškem byla úloha 
BEAM56P4, popsaná v manuálu [4]. Jedná se o vetknutý nosník, namáhaný v tahu-tlaku, který je 
modelován 4 šestistěny. Materiálové vlastnosti jsou: modul pružnosti E = 200000 MPa; Poissonovo 
číslo ν = 0,3 a dále 

 
P sY QY 
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0,000 350 0 
0,015 650 300 
0,040 1150 800 

 
Jediný další vstup, který danou úlohu odlišuje od lineárního kinematického zpevňování je 

směrnice paměťové složky daná hodnotou η, za kterou byla jako příklad dosazena hodnota η = 380, 
uvedená v  textu [3]. Jsou zadány tři cykly zatěžování v intervalu 〈400; -400〉  MPa. 

obr. 1 Analyticky vypočtený průběh závislosti napětí-deformace při symetrickém 
cyklu. 



Na obr. 1 je zakreslen průběh napětí v závislosti na deformaci pro první tři cykly získaný z 
analytického modelu ( 30 ). Již po prvním cyklu se hysterezní smyčka stabilizuje. Podobně na obr. 2 je 
zobrazen průběh plastického tečení pro první tři cykly při zatěžování v rozsahu 〈390; -400〉  MPa. 

obr. 2 Analyticky určený průběh napětí-deformace při nenulové střední složce napětí, 

kdy dochází k plastickému tečení (ratchettingu). 

obr. 3 Výpočetní chyba popsané implementace oproti analytickému řešení v závislosti 
na dělení integračního kroku. Implicitní hodnota dělení je 10. Výpočet proveden pro 
jediný cyklus zatěžující do 400 MPa. 

Plastické tečení (σσσσm = -5 MPa, první 3 cykly)
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Pro prvotní porovnání bylo zatěžování zjednodušeno a to na jediný cyklus zatěžující tyč do 
400 MPa. Výsledky ve formě plastické deformace dosažené na konci zatěžování jsou zobrazeny na 
obr. 3. Na tomto grafu je také zobrazena závislost řešení na počtu dělení integračního kroku NINT, 
který je definován z 

εσ ∆=
∗ ENINT

Y . ( 32 )   

Implicitní nastavení v PMD je dáno hodnotou NINT = 10. V případu původního obecného 
modelu PMD, který kombinuje izotropní model a lineární kinematický model zpevnění je v [1] 
uvedeno, že tato hodnota je plně postačující a dostatečnou přesnost zachovává model ve většině 
případů i pro NINT = 1. Při bližším prohlédnutí závislostí uvedených na obr. 3 ale musíme konstatovat 
že implicitní nastavení hodnoty NINT vede k poměrně značné, takřka tříprocentní chybě. Zvětšováním 
počtu dělení se přesnost integrace zvětšuje a chyba vůči analytickému řešení klesá na 1 procento při 
NINT = 30 a pod 5 promile při NINT = 60. Toto zpřesňování je samozřejmě doprovázeno nárůstem 
výpočetního času. 

Takřka identické jsou hodnoty i charakter poklesu chyby řešení pro výsledky dosažené pro 
všechny tři zatěžovací cykly v symetrické i nesymetrické podobě. 

6. ZÁVĚR 
V příspěvku je popsána numerická implementace modelu zobecněného nelineárního 

kinematického zpevnění do již existujícího modelu plasticity vytvořeného v MKP systému PMD, 
dosud sestávajícího pouze z kombinace izotropního a lineárního kinematického zpevnění. V článku je 
uveden původní zobecněný model, do kterého je implementace vytvářena, dále je zde popsán 
Armstrongův-Frederickův model nelineárního kinematického zpevnění a posléze je odvozen a 
sestaven přechod mezi oběma popisy, umožňující jejich propojení. Dále je popsán konkrétní způsob 
zavedení popsaného řešení do PMD, ovlivnění struktury programu a forma a změny v zadávání 
materiálových parametrů. V závěrečné části jsou uvedeny testovací příklady, ve kterých jsou 
porovnána numerická řešení s analyticky získanými hodnotami a sledována je chyba integrační 
metody. 

Implementace modelu proběhla zdařile – tomu napovídá asymptotické snižování vznikající 
chyby s růstem počtu dělení integračního kroku. Na obr. 3 je sice zobrazen průběh snižování chyby 
pouze pro jednorázové zatížení, při ověřování však byly podrobně sledovány i odchylky od 
analytického řešení při testování třemi cykly s vlivem i bez vlivu plastického tečení. Vzhledem 
k úspěšnému průchodu testovacími procedurami bude potřeba dále analyzovat úspěšnost tohoto řešení 
vůči skutečným experimentálně naměřeným hodnotám při prostorové napjatosti. To je cílem právě 
probíhajících prací. 
 
Práce byla finančně podporována výzkumným záměrem J04/98:212200008 a grantem GA ČR 
101/99/0834. 
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