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Summary: This contribution contains method for determination of maximum 
deflections and vibration serenity of linear mechanical systems with normal 
stationary random excitation. At the same time there is presented the method for 
the determination of maximum powers between base and linear mechanical 
system and between bodies in the linear mechanical system here. 

1. ÚVOD 
0HWyG\ DQDO\WLFNpKR ULHãHQLD QiKRGQpKR NPLWDQLD V~ ]DORåHQp QD WHyULL SUDYGHSRGREQRVWL

a matematickej štatistiky. V þOiQNX MH XYHGHQê SRVWXS DQDOê]\ QiKRGQpKR kmitania pre konkrétny typ 
prívesného vozíka, ktorý predstavuje lineárnu mechanickú sústavu s Q� YR�QRVWL� 9\XåLWtP NRUHODþQHM

PHWyG\ MH XYHGHQê SRVWXS XUþHQLD PD[LPiOQHM YêFK\ON\ RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND� YH�NRVWL SUHQiãDQHM

VLO\ GR ]iNODGX� XUþHQLH UêFKORsti pri ktorej dochádza k RGVNRNX YR]tND RG YR]RYN\� SULþRP

XYDåXMHPH NLQHPDWLFNp QiKRGQp EXGHQLH RG QHURYQRVWL YR]RYN\� NWRUp Pi FKDUDNWHU VWDFLRQiUQHKR

náhodného procesu s normálnym (Gaussovým) rozdelením hustoty pravdepodobnosti. Analýza 
náhodného kmitDQLD SUtYHVQpKR YR]tND EROD Y\NRQDQi QD ]iNODGH WRKR� DE\ VD ]LVWLOD SUtþLQD

YêUD]QpKR NPLWDQLD RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND � 

2. TEORETICKÉ RIEŠENIE PROBLÉMU 
Prívesný vozík typ LPA 180 U ( ide o jednonápravový prívesný vozík, nebrzdený do nosnosti 650 

kg s ORåQRX plochou  e x 2a x c  1745x1075x355 ) predstavuje lineárnu mechanickú sústavu so šiestimi 
VWXS�DPL YR�QRVWL V kinematickým náhodným budením, t.j. sústavu s dvoma vstupnými a so šiestimi 
YêVWXSQêPL VLJQiOPL REU��� 2GSUXåHQLH YR]tND ]DEH]SHþXMH QiSUDYD RG ILrmy KNOTT, s.r.o. ktorá sa 
skladá so sústavy  silentblokov obr.2a, ktoré sa navárajú na rameno nápravy. Takto zhotovené 
RGSUXåHQp UDPHQR QiSUDY\ VD SRWRP OLVXMH GR U~U\ QiSUDY\ REU��E [7]. Dynamické parametre k1, b1 
FKDUDNWHUL]XM~ WXKRV" D V~þLQLWH� OLQHiUneho tlmenia silentbloku, kt , bt WRU]Q~ WXKRV" D V~þLQLWH�
lineárneho torzného tlmenia silentbloku , k3 MH WXKRV" SQHXPDWLN\ �Y UR]VDKX ����� – 200000 N.m-1 ), 
b3 MH V~þLQLWH� OLQHiUQHKR WOPHQLD Y pneumatike, m1 MH KPRWQRV" RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND� P2 je 
KPRWQRV" QHRGSUXåHQHM þDVWL YR]tND� ,R MH PRPHQW ]RWUYDþQRVWL RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND N "DåQpPX
]DULDGHQLX YR]LGOD � XYDåXMHPH� åH YR]tN MH YHGHQê� ]DQHGEiYDPH NPLWDQLH "DåQpKR ]DULDGHQLD

vozidla), I2 MH PRPHQW ]RWUYDþQRVWL N RVL SUHFKiG]DM~FHM "DåLVNRP QHRGSUXåHQHM þDVWL YR]tND �N RVL

„z“), I4 MH PRPHQW ]RWUYDþQRVWL N RVL Ä[³ SUHFKiG]DM~FHM "DåLVNRP RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND� 
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Obr.1. Dynamický model prívesného vozíka s dvoma vstupnými signálmi a so šiestimi výstupnými 
signálmi. 
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     c) 
2EU��� D� V~VWDYD VLOHQWEORNRY ]DEH]SHþXM~FD RGSUXåHQLH SUtYHVQpKR YR]tND� 

E� SULHþQ\ SULHUH] QiSUDY\ SUtYHVQpKR YR]tND� 
                              c) SUXåLQRYê GLDJUDP V~VWDY\ VLOHQWElokov 
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(2) 

3R GRVDGHQt Y]"DKX ��� GR Y]"DKX ��� D  po vykonaní príslušných matematických operácií dostaneme 
pohybové rovnice (matematický model) náhodného kmitania prívesného vozíka v tvare : 

)()()()( tttt FKqqBqM =++ ���  ( 3) 
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pre náš prípad : k1=8,3835e6 N.m-1 ,b1= 1,4019e3 N.m-1.s, kt=5,0737e3 N.m-1,  



bt=7,7533 N.m.s, l =1862,4mm, a=537,5mm, d1=123,064mm, d2=36,936mm, e1=1037,6mm, 
e2=707,4mm, e=e1+e2, c = 355mm, m2=25,49kg, I2=0,63905kg.m2,m1=99,015+mn kg,  

mn=0 ÷ 500 kg, ( )[ ] 2
1

3
1
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31
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I +++= kg.m2, [ ]221

4 3
ca

m
I +=  kg.m2 

k1, b1, kt, bt EROL XUþHQp ] experimentálneho merania [7]�5LHãHQLH Y\NRQiPH YR IUHNYHQþQHM REODVWL�

Aplikovaním Fourierovej transformácie na pohybovú rovnicu (3) dostávame 

( ) )()(2 ωωωω iii FQKBM =++−  ( 4) 

K�DGDQp YêFK\ON\ MHGQRWOLYêFK þOHQRY V~VWDY\ XUþtPH ]R Y]"DKX 

)()()()()( 12 ωωωωωω iiiii FHFBMKQ =+−= −  ( 5) 

 
kde H(iω� MH ãWYRUFRYi PDWLFD UR]PHUX ��[�� IUHNYHQþQpKR SUHQRVX V~VWDY\� 9êUD] ( 5) XUþXMH Y]"DK
medzi Fourierovou transformáciou vstupu a výstupu. Nás zaXMtPDM~ Y]"DK\ PHG]L VSHNWUiOQRX

výkonovou hustotou vstupu a výstupu, pre ktoré platí 

)()()()()()()()()()( ωωωωωωωωωω iiiiiiii TTTT HSHHFFHQQS Fq −=−−=−=  ( 6) 

v našom prípade  
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8UþHQLH NLQHPDWLFNpKR EXGHQLD � XYDåXMPH SUtSDG� åH YR]tN VD SRK\EXMH SR XGUåLDYDQHM FHVWH� 0RåQR

NRQãWDWRYD"� åH QHURYQRVWL SRYUFKRY XGUåLDYDQêFK FLHVW V~ VWDFLRQiUQH QiKRGQp SURFHV\� 9 našom 
prípade ide o dva nezávislé (nekorelované) náhodné procesy. Porovnaním viacerých experimentálne 
XUþHQêFK DXWRNRUHODþQêFK IXQNFLt QHURYQRVWt SRYUFKX FLHVW VD ]LVWLOR� åH DXWRNRUHODþQi IXQNFLD

QHURYQRVWL VD GRV" SUHVQH DSUR[LPXMH IXQNFLRX [5],[8] 

τβτατ vvDvR xx 11 cos)exp()( −=  ( 7) 

kde   Dx          je rozptyl kinematického náhodného budenia 
        α1,β1 V~ NRHILFLHQW\ NRUHODþQHM ]iYLVORVti kinematického náhodného budenia [m-1]    

SUH UêFKORV" SRK\EX YR]tND Y  �P�V
-1. 

Y UêFKORV" SRK\EX YR]tND [m.s-1]. 
τ UR]GLHO GYRFK þDVRYêFK RNDPLKRY >V@� 

 

Na základe Wiener – &KLQþLQRYpKR Y]"DKX ττ
π
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Pre náš prípad α1 = 0,12 m-1 , β1 = 0,45 m-1,  Dx1 = 0,0001 m2, Dx2 = 0,00012 m2 
� .H�åH YVWXSQp

signály sú stacionárne náhodné procesy s normálnym (Gaussovým) rozdelením hustoty 



pravdepodobnosti, potom maximálne hodnoty výstupného signálu na základe Wiener – &KLQþLQRYêFK
Y]"DKRY EXG~ V SUDYGHSRGREQRV"RX �����  

( ) ( )∫
∞

+=+=
0

max 303 ωω dqF1qq1 SmH�mq  ( 9) 

kde  σq    – vektor smerodajných odchýlok vektora výstupného náhodného procesu q(t) 
        mq1 – vektor stredných hodnôt vektora výstupného náhodného procesu q(t) 
        mF1 – vektor stredných hodnôt vektora vstupného náhodného procesu F(t), v našom       
                   prípade ide o nulový vektor [5],[6]. 
 
�DOãLD G{OHåLWi SRGPLHQND SUL SUHYiG]NH SUtYHVQpKR YR]tND MH EH]SHþQRV" MD]G\ �PD[� GRYROHQi

UêFKORV" YR]tND MH �� NP�K
-1
�� þR ]QDPHQi� åH YR]tN E\ QHPDO VWUDWL" NRQWDNW V vozovkou. Táto 

SRGPLHQND EXGH VSOQHQi ]D SUHGSRNODGX� åH SODWt 

dynstat FF >  ( 10) 

Fstat – statická sila vozíka na vozovku,  
Fstat = (m1+2m2)g , g = 9,806 m.s-2 

Fdyn – dynamická sila vozíka na vozovku 
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( 11) 

Podmienka odskoku 

Fdynj > 0.5 Fstat                                       j = 1,2                                     ( 12) 

V našom prípade odskok nastane len vtedy, ak sgn(Fdynj) ≠ sgn(Fstat). Ak platí sgn(Fdynj) = sgn(Fstat), 
SRWRP P{åHPH ] WHMWR SRGPLHQN\ XUþL" YH�NRV" SUHQiãDQHM VLO\ GR ]iNODGX 

2,1,5.0 =+= jFFF statdynjzakj  ( 13) 

Nás zaujíma maximálna prenášaná sila do základu, pre ktorú platí 

statdynjzakj FFF 5.0maxmax +=  ( 14) 
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max 33 ωωωσ diSmmF FdynjFdynjdynjFdynjdynj       j = 1,2 ( 15) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ωωωω

ωωωωωω

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

iSiS
al

II
iSiS

a

Im

iSiS
l

Im
S

a

I
S

l

I
SmiS

yjyj

yjyjyjFdynj

1441
40

44
42

11
02

42

2
4

12

2
02

2

42

244

++

++++=

��

�

      j = 2,3 ( 16) 

 
9R�ED WXKRVWL SQHXPDWLN\ � SUL SUHYiåDQt QiNODGX XUþLWHM KPRWQRVWL V~ G\QDPLFNp YODVWQRVWL

SQHXPDWLN\ MHGLQêP RYSO\YQLWH�QêP SDUDPHWURP VO~åLDFLP QD SRWODþHQLH NPLWDQLD� Preto optimálne 
G\QDPLFNp YODVWQRVWL SQHXPDWLN\ V~ YH�PL G{OHåLWp SUL SUHYiG]NH SUtYHVQpKR YR]tND� 1D ]iNODGH



[1]�>�@ G\QDPLFNp YODVWQRVWL SQHXPDWLN\ ]iYLVLD RG QDKXVWHQLD� ]D"DåHQLD SQHXPDWLN\ D od rýchlosti 
jazdy. V QDãRP SUtSDGH XYDåXMHPH UDGLiOQX SQHXPDWLNX ������ 5��� 3UH UDGLiOQH SQHXPDWLN\ SODWt� åH

LFK WXKRV" VD YSO\YRP ]PHQ\ UêFKORVWL PHQt OHQ QHSDWUQH [1]� þLåH P{åHPH MX SRYDåRYD" ]D

NRQãWDQWQ~� SUH V~þLQLWH� OLQHiUQHKR YLVNy]QHKR WOPHQLD E3 SODWt� åH YSO\YRP ]Y\ãRYDQLD UêFKORVWL

pneumatiky jeho hodnota exponenciálne klesá.  
 
7DEX�ND � 

+PRWQRV"

nákladu 
mn [kg] 

Ideálna 
WXKRV"

pneumatiky 
k3 [kN/m] 

5êFKORV" SUL

ktorej 
dochádza 
k odskoku 
v [km.h-1] 

 

Maximálna 
výchylka 

RGSUXåHQHM þDVWL

vozíka do odskoku 
l.ϕ1max [mm] 

Maximálna 
prenášaná sila do 

základu do rýchlosti 
odskoku 

Fzákmax [N] 
 

Maximálna 
výchylka ramena 
nápravy vozíka 

 
 

ϕ2max[°]  ϕ3max[°]  
0 60 39,6 17,3 1438,4 0,51 0,52 

100 60 54 23,35 2396,3 0,93 0,94 
200 63 64,8 29,5 3397,8 1,39 1,4 
300 65 72 36,52 4443,3 1,87 1,89 
400 67 75,6 40,69 5267,9 2,2 2,21 
500 70 82,8 46,89 6656,8 2,99 3,12 

 
V WDEX�NH� V~ YêVOHGN\ DQDOê]\ QiKRGQpKR NPLWDQLD SUtYHVQpKR YR]tND SUH H[SHULPHQWiOQH QDPHUDQH
G\QDPLFNp SDUDPHWUH QiSUDY\ SUtYHVQpKR YR]tND� $QDOê]D EROD Y\NRQDQi WDN� åH VPH K�DGDOL WDN~

WXKRV" SQHXPDWLN\� SUL NWRUHM MH UêFKORV" RGVNRNX YR]tND RG YR]RYN\ þR QDMYlþãLD D PD[LPiOQD

YêFK\OND RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND þR QDMQLåãLD REU���  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr.3. Grafické zobrazenie maximálnej dynamickej sily do základu a maximálnej výchylky   

RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND SUH H[SHULPHQWiOQH XUþHQp G\QDPLFké parametre vozíka. 
 
Z WDEX�N\� MH ]UHMPp� åH SRGPLHQND EH]SHþQRVWL MD]G\ MH VSOQHQi OHQ Y prípade nákladu 500kg. Na 
základe uvedených výsledkov sme vykonali znova analýzu náhodného kmitania prívesného vozíka 
s dynamickými parametrami nápravy dodanými od firmy KNOTT [7], ktorej výsledky sú v WDEX�NH� �
5R]GLHO PHG]L H[SHULPHQWiOQH XUþHQêPL D GRGDQêPL G\QDPLFNêPL SDUDPHWUDPL ERO YêUD]Qê� 1DSU�

WRU]Qi WXKRV" VLOHQEORNX H[SHULPHQWiOQH QDPHUDQi QD QiSUDYH YR]tND EROD ���-krát vyššia ako torzná 
WXKRV" VLOHQWEORNX GRGDQi ILUPRX .1277 >�@� 7DNêWR YH�Nê UR]GLHO MH VS{VREHQê WêP� åH VLOHQWEORN

VD QDYiUD QD UDPHQR QiSUDY\ D ]iURYH� VD OLVXMH GR U~U\ QiSUDY\� þtP GRFKiG]D N MHKR VWODþHQLX D WêP
aj k zmene jeho dynamických vlastností [7]. 

 



7DEX�ND� 

+PRWQRV"

nákladu 
mn [kg] 

Ideálna 
WXKRV"

pneumatiky 
k3 [kN/m] 

5êFKORV" SUL

ktorej 
dochádza 
k odskoku 
v [km.h-1] 

 

Maximálna 
výchylka 

RGSUXåHQHM þDVWL

vozíka do odskoku 
l.ϕ1max [mm] 

Maximálna 
prenášaná sila do 

základu do 
rýchlosti odskoku 

Fzákmax [N] 
 

Maximálna výchylka 
ramena nápravy vozíka 

 
 
ϕ2max[°]            ϕ3max[°]  
(80) – MH WR UêFKORV"
v [km.h-1] 

0 62,5 57,6 22,04 1470,99 2,96 2,99 
100 82,5 72 29,38 2424,8 5,13 5,2 
200 132,5 75,6 18,06 3427,8 7,2 7,22 
300 114 82,8 22,5 4371,1 9,37 9,38 
400 130 86,4 24,5 5272,1 10,86 10,89 
500 130,5 100,8 23,6 6360,1 13,75 (80) 13,78 (80) 

 
Z WDEX�N\� YLGLH"� åH SUH G\QDPLFNp SDUDPHWUH GRGDQp RG ILUP\ .1277 V~ YêVOHGN\ SULMDWH�QHMãLH

REU��� DOH SUL QLåãtFK KPRWQRVWLDFK QiNODGX QLH MH VSOQHQi SRGPLHQND EH]SHþQRVWL MD]G\ DNR DM SUL

hmotnosti nákladu 500kg je porušená podmienka maximálnej výchylky ϕjmax < 12° j = 2,3 obr.2c. Ideálna 
WXKRV" SQHXPDWLN\ VD PHQt SUL NDåGHM ]PHQH KPRWQRVWL QiNODGX� þR MH ] K�DGLVND SUHYiG]NRYDQLD YR]tND
YH�PL QHSUDNWLFNp� 3UHWR RGSRUXþHQLH ]PHQL" PRQWiåQ\ SRVWup nápravy tak, aby si silentblok zachoval 
VYRMH S{YRGQp YODVWQRVWL MH WLHå QHRSRGVWDWQHQê� 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr.4. Grafické zobrazenie maximálnej dynamickej sily do základu a maximálnej výchylky 
RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND SUH G\QDPLFNp SDUDPHWUH YR]tND RG ILUP\ KNOTT. 

1D ]iNODGH SR]QDQLD WêFKWR DQDOê] VPH VD VQDåLOL QiMV" WDNp G\QDPLFNp SDUDPHWUH YR]tND� DE\ EROD

PD[LPiOQD YêFK\OND RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND PLQLPiOQD� DE\ EROD VSOQHQi EH]SHþQRV" MD]G\ D DE\ VD

G\QDPLFNp SDUDPHWUH SQHXPDWLN\ SRþDV ]PHQ\ KPRWQRVWL QiNODGX YêUD]QH QHPHQLOL� SULþRP VPH EUDOL

GR ~YDK\ DM åLYRWQRV" SQHXPDWLN\ >�@� >�@� �DOãLD SRGPLHQND QDYUKQXWLD G\QDPLFNêFK SDUDPHWURY

RGSUXåHQLD V~YLVHOD ] jej následnou  technickou realizáciou. Vychádzali sme z WRKR� åH EXGHPH PHQL"
WXKRV" N� >�@ WDN DE\ VPH GRVWDOL SRåDGRYDQp YêVOHGN\� þR Y SUD[L ]QDPHQi� åH E\ VPH YORåLOL GR

V~VWDY\ HãWH MHGHQ SUXåQê þOHQ R WXKRVWL ÄN³ PHG]L QiSUDYX D RGSUXåHQ~ þDV" YR]tND� 9êVOHGN\

analýzy sú v WDEX�NH�� REU�� 

  



7DEX�ND� 

mn  
[kg] 

k3  
[kN/m] 

v  
[km.h-1] 

 

l.ϕ1max  
[mm] 

(v) 

l.ϕ1max  
[mm] 
(80) 

Fzákmax  
[N] 

 

ϕ2max         ϕ3max 

[°]  
k 

[kN/m] 
def1  def2 

[mm] 
(v) 

0 60 65 20,58 - 1464,1 0,53 0,54 50 19,02 19,05 
100 200 81,4 21,7 20,6 2441,2 1,21 1,22 50 37,65 38,35 
200 200 112 25,4 22,9 2989,9 1,29 1,4 50 54,47 56,26 
300 200 112 24,8 24,82 3571,1 1,37 1,47 50 67,3 68,86 
400 200 112 23,4 26,08 4145,8 1,44 1,53 50 79,19 80,67 
500 200 112 21,4 26,53 4706,4 1,5 1,59 50 90,4 91,89 

 
2]QDþHQLH GHI� ]QDPHQi� åH MH WR V SUDYGHSRGREQRV"RX ���� � PD[LPiOQD GHIRUPiFLD YORåHQpKR

SUXåQpKR SUYNX V WXKRV"RX N �GHI�  GHIRUPiFLD RG VWDWLFNpKR ]D"DåHQLD � GHIRUPiFLD RG G\QDPLFNpKR

]D"DåHQLD�� Podobne pre def2. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obr.5. Grafické zobrazenie maximálnej dynamickej sily do základu a maximálnej výchylky  

RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND SUH QDPL QDYUKQXWp ULHãHQLH� 

 

3. ZÁVER 
8YHGHQi PHWyGD DQDOê]\ QiKRGQpKR NPLWDQLD OLQHiUQ\FK PHFKDQLFNêFK V~VWDY XPRå�XMH DQDO\WLFNp

vyjadrenie maximálnych výchyliek kmitDQLD� NH� EXGHQLH Pi FKDUDNWHU VWDFLRQiUQHKR QiKRGQpKR

procesu s normálnym (Gaussovým) rozdelením hustoty pravdepodobnosti. Výsledkom tejto analýzy 
EROR RGKDOHQLH SUtþLQ\ YêUD]QpKR NPLWDQLD RGSUXåHQHM þDVWL YR]tND D QiVOHGQH QDYUKQXWLH NRQNUpWQHKR

spôsobu riešenia daného problému. 
 

 

 

 

 

 

 

  



4. REFERENCES 
[1]  Apetaur, M-âDODPRXQ� ý� � 0RWRURYi YR]LGOD ,,� ý987� 3UDKD ���� 
>�@ %DODELQ� 2� � .DQGLGiWVND GL]HUWDþQi SUiFD� %UDWLVODYD ���� 
[3]  Ištok, V. : Analýza náhodného kmitania mechanických sústav z K�DGLVND SDVívnej   
       vibroizolácie. Diplomová práca, Bratislava 1995 
>�@ .URSiþ� 2� � 1iKRGQp MHY\ Y mechanických soustavách. SNTL, Praha 1987 
[5]  Musil, M. – Záhorec, O. : Náhodné kmitanie – QiYRG\ QD FYLþHQLD� 9\GDYDWH�VWYR 678�  
       Bratislava 1999 
[6] 6HJ�D� â� – C.M. Kalker-Kalkman : Optimization of the two-wheel trailer suspension  
       parameters. Engineering MECHANICS, Vol.3, 1996, No.3, p. 177-186 
[7]  Steinhübl, J. : Analýza náhodného kmitania prívesného vozíka. Diplomová práca.  
       Bratislava 2000 
>�@ 6WUDGLRW� 0LFKDOtþHN� 0XGUtN� 6ODYNRYVNê� =iKRUHF� äLDUDQ � '\QDPLND VWURMRY� $/)$  
       Bratislava 1991 


