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Abstrakt

Prispévek se zabyva modelovanim stavového a termodynamickéeho chovani plynu v kavitacnich
bublinach. Po nedavné prezentaci modelu M3, predpokladajiciho realistictejsi charakter vymeny
tepla v prubehu komprese, predstavuje jeho zdokonalenou verzi M4. Ukazuje, Ze obvykle
uvazovany polytropicky model miize pri silnych kompresich byt pricinou chyb az néekolik desitek
procent. Také dilcéi vysledky predbézné analyzy vilivu zdokonaleni popisu stavového chovani
redlného plynu vedou ke kvantitativné podobnym zaverum.
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1. Uvod

V ulohach dynamiky plynt se obvykle vychézi ze zjednodusenych ptedstav o stavovém
a termodynamickém chovani plynu. Pii intenzivnich dé&jich, jaké se vyskytuji v
kavitacnich bublinach, to miize vést k nemalym chybam. Zakladni pfipady dynamiky
téchto bublin jsou popsany riznymi variantami Rayleighovy-Plessetovy rovnice [1,2],
jejiz typicky tvar je

[R(OR /0t)+3 R */2]p—4uR /R = pT)+pe(Ro/R)—pr—pa(t)+26/R . (1)
kde T, p, WL a G jsou absolutni teplota plynu, dynamicka viskozita a povrchové napéti kapaliny, indexy v,
g, 1 znadi paru, plyn, kapalinu, p, je asové obecné proménny budici tlak, t- ¢as a R, R priimér bubliny
a jeho ¢asovou zména.
Stavové chovani plynu popsané druhym clenem pravé strany se povazuje za idealni a
zména jeho stavu se az dosud feSi za piedpokladu, ze jde o polytropicky dé&j
charakterizovany nejcast¢ji exponentem n=4/3

n=0", 1=0"", w=c,To(t—1)/(n-1), P=q/w=(k-n)/(k-1), 2)

kde q je teplo odvedené v pribéhu komprese, w- prislusna kompresni prace, k- Poissonova konstanta,
, T, T- hustotni, tlakovy a teplotni pomér déje, s- entropie a c,- specificka tepelna kapacita pfi stalém
objemu.

Je vyhodné, Ze bez vyjimky lze zmény stavovych veli¢in vyjadfit vzajemné explicitné a vSechny dilezité

veliiny (zménu stavu, praci, sdélené teplo) také jako explicitni funkce veli¢in . Stejné dilezité je, Ze
toto feseni nezavadi do rov. (1) dal$i nezavisle proménné a neméni jeji fad ani stupeil. Na druhé strané
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disledkem ptedpokladu o polytropickém prubéhu déje je, Ze predepisuje, aby pomér sdileného tepla a
prace byl v priabéhu celého déje konstantni. To spolu s absolutni idealizaci stavového chovani je mozna
ptijatelné pro déje slabé, ale ne pro déje s fadovymi zménami objemu ¢i tlaku.

Otazkou proto je, jak popis stavovych zmén v rov. (1) pfiblizit realité, aniz by se pfitom ohrozily zminéné
hlavni vyhody "idealn¢ polytropického" modelu. Z téchto diivodd se také zatim upfednostiiuji FeSeni
analyticka. Uvodni prace [5] se vénovala odvozeni ponékud realngjsiho modelu (M3); diskusi jeho
vlastnosti a porovnani s polytropickym modelem se zabyva prace [7]. Ukazuje, Zze odlisna piedstava
prubehu sdileni tepla béhem déje mlize vést ke zfetelnym rozdilim. Predlozeny prispévek na tato zjisténi
navazuje a predstavuje ve shodé€ s praci [6] jednak zdokonalenou verzi modelu komprese, jednak prvé
uvahy o vlivu popisu stavového chovani stlaéovaného plynu.

2. Analytické modely neadiabatické komprese idealniho plynu M3 a M4
Vychozi model M3 piedpokladal, ze intenzita sdileni tepla zavisi na rozdilu teploty media a okoli a na
prislusné zméné vnitini energie, tj.
—dg=c.(T-T,).du, o '=t""*.exple(t-1)], c=¢/T,,

n=t.00, e=2P/[(t-1)(1-B)], B=e(z-1)/ [2+e(T-1)], (3a)

odkud pro kompresni praci, odvedené teplo a zménu entropie plyne
w=Co(t- D[ 1+e(t=1)2/(k=1), q=Coe(t-1)%2/(k-1),
AS/cy=06=(k—1)In(®)-In(t), Co=c\T, . (3b)

K vyhodam tohoto modelu patfi pomérna jednoduchost a uspokojivé Siroka moznost vzajemného
explicitniho vyjadreni dilezitych veli¢in déje. Naproti tomu nevyhodou se ukazuje vlastné kvadraticka
zavislost sdéleného tepla na rozdilu teplot. Pfedlozena varianta (M4) oslabuje tuto nevyhodu tim, Ze sice
ponechava tepelny tok umérny rozdilu teplot, ale pfedpoklada, ze kromé toho zavisi na kompresni praci,
kterd je i pfi limitni izotermické zméné vzdy konecna; postupné tak dostaneme

dq=c.(T-To).dw , o *O=X=t[1-4(t-1)], =X (1+)/(1+{X)] , (4a)
c=C/T,, T=T.00=0.X( 1+L)/(14+{X,)]= X D00
CZQ’B/[(T_I)U_B)] , BZQ(T—D/[Z-}-C(‘C—])] . (4b)

Také zde jsou pomérné Siroké moznosti explicitniho a reverzné explicitniho vyjadieni a rovnéz vzajemné
explicitni vyjadreni veli¢in C a .
Pro bezrozmérnou kompresni praci, teplo a entropii lze pak nalézt
A=w/(cyTo)=In[(1+CXo)/(1+0))/C , g*=q/c,=—In[1-{(t-D)])/C~(1-1)  (4c)
6 =AS/c, = C,[(x-1)In(w)-In(1)] . (4d)

Na obr. 1 jsou prubéhy kompresnich linii podle tohoto modelu. Parametrem je pomér tepla odvedeného v
pritb&hu dgje k potfebné kompresni praci porovnatelné polytropické komprese £, za predpokladu, Ze pfi
konecném stavu pro @=3125 jsou kompresni prace obou d&ji stejné. Vidime, ze ¢ary jsou pii vysSich
intenzitach odvodu tepla sklonény k ose entropie a zfetelné se tak lisi od odpovidajicich polytropickych
kompresi. Obr. 2 ukazuje piislusné kompresni prace. Veli¢ina 7, odpovidajici polytropické kompresi pro
0,5 zde ma vyznam porovnavaciho objemového stlaceni.

Obr. 3 ukazuje za téhoz ptedpokladu priubéhy relativnich odchylek kompresni prace obou modelt. Pro dgj
podle modelu M4 je odtud odvozena pfislusné intenzita toku tepla £ ktera pfirozené musi byt v prib&hu
celého déje konstantni. Proto jednotlivé kiivky sméiuji na konci déje do nuly. Odchylky jsou také silné
ovlivnény kone¢nou hodnotou objemového stlaceni, takze uvedené hodnoty Ize brat jen jako ptiklad. I tak
je vsak patrno, Ze nejde o zanedbatelné rozdily.

Az dosud jsme sledovali odchylky vlastné "privilegované" veliCiny - té, jejiz nula v jistém bodé byla
predepsana a cely jeji prubéh byl tak priznive ovlivnén. U dalsich velicin (tlaku nebo teploty, odvedeného
tepla nebo poméru B, entropie) tomu tak nebylo, proto pritbéhy jejich odchylek jsou nutné méné ptiznivé
(obr. 4).



Uvedenou verzi modelu M4 lze pokladat za vychozi, protoze nabizi dosti Siroké moznosti zobecnéni a to
modifikaci defini¢niho vztahu (4a) zavedenim obecnéjsiho exponentu "x"

dg=c.(T*-Ty").dw, resp. dq/(c,T,) =&t *-1)dA, (4e)
pomoci niz 1ze odvodit vztah pro pfislusSnou zménu stavu
(D(K*I)(Pri) — T/[l‘&(’cx—l)] 1/x ,

z kterého vSak nelze odvodit reverzné explicitni vztah pro T. Méné piizniva je také
situace, pokud jde o vztahy pro praci a teplo, kde neni obtizné nalézt vychozi
diferencialni rovnici, ale jeji elementarni integrace je mozna jen pro urcité specialni
ptipady; napt. pro x=1/2 a x=2 dostaneme

Mp=—2In[1-E(T"*=D))/E, A= —2acth[t/(1+E)"*/E .

Pfes nesporné prednosti modelu M4 proti M3 maji oba jednu nevyhodu spole¢nou: v
limitnim pfipadé izotermického déje rostou koeficienty € a { charakterizujici intenzitu
sdileni tepla do nekoneCna. To sice na jedné stran¢ upozoriiuje na malou
pravdépodobnost takovych déjii, na druhé stran¢ vSak otevira otazku, zda neexistuji
modely vhodné;si.

3. Poznamka k vlivu presnéjsi rovnice stavu

Uvodem ptipomeiime, Ze pokud je cilem analytické feseni, jsou moznosti volby presn&jsi rovnice stavu
znané omezené. Protoze i pomérné jednodu-ché vychozi predpoklady na pozadovana feSeni nevedou,
byla tloha rozdé-lena na dvé dil¢i: a) na Gvahu o vlivu pouziti pfesnéjsi rovnice stavu za s tim, ze v
uvazovaném intervalu teplot jsou specifické tepelné kapacity neza-vislé na teploté¢ a b) na posouzeni
disledku respektovani uvedené teplotni zavislosti, ov§em opét izolované od druhého vlivu, tj. pro idealni

plyn.

Pokud jde o tlohu a), bylo mozno zabyvat se jen takovou zménou, kde se nemtize uplatnit vliv obecné
neurcitelnych teplotnich funkci vysSich viridlnich ¢lentt - tedy zménou izotermickou. Tento pfistup
prirozené silné omezuje moznost obecngjSich zavért, proto na dale uvedena fakta je tieba hledét jen jako
na kvlitativni informaci.

Pro posouzeni byly vybrany tii znamé jednoduché rovnice stavu:
a) rovnice van der Waalsova (vdW)
T=pt(—B)-a/¢’, p=r.T/(pe.ve), =T/T,, m=p/p., ¢=V/ve, (5)

kde r je plynova konstanta a bezrozmérné veli¢iny teploty, tlaku a mérného objemu jsou vztazeny k
ptislusnym kritickym hodnotam. Veli¢iny p,a.,3 jsou v daném ptipadé konstanty: p=8/3, 0=3, =1/3.

b) tzv. Zékladni (nejjednodussi) viridlni tvar (ZVT)
=pT/o-o/o+B/¢>, p=3, 0=3, P=1; (6)

ob¢ predchozi rovnice maji tu nevyhodu, ze pro veli¢inu p (pfevratna hodnota kompresibilitniho faktoru),
ktera je pro kazdou latku rizna, piedepisuji pevnou hodnotu.

¢) Hirschfeldertiv péticlenny virialni rozvoj (Hfd) tuto nevyhodu nema

T = PTG+ ™ P/ +y/ g 8/ ,
0.=—4.95574, B=4.29574, y=-2.43858 ,5=0.67 . %

Pro test byl zvolen dusik, pro nejz plati: p=3.42858, T.=126.25 K, p.=3.398 Mpa, v.=90.1 cm’/mol a
pocateni teplota tc=20 °C a ji odpovidajici tlak sytosti vody p,=0.00233931 Mpa; hodnoty
bezrozmérnych proménnych jsou v tom piipadé¢ 1,=2.32198, ©,=6.8844 E-4 a ¢,=3374.8. Pro danou
teplotu a mérny objem vedl vypocet podle uvedenych rovnic stavu k odchylkdm tlakti fadu zlomku
procent az procent a to az do pomérnych objemovych stladeni fadu nékolika set; pak ale strmé rostly.



4. Vliv zavislosti specifickych tepelnych kapacit na teploté

Tento vliv se ovéfoval na zakladé tii typd funkcei: a) linearni a b) kvadratické aproximace a ¢) zavislosti
doporucené v literatufe jako modelové pro popis postupného napliiovani vibra¢nich stupni volnosti u
plyni s viceatomovymi molekulami. Testovano bylo na adiabatickém, popt. polytropickém dé&ji.
Proménnou byl opét objemovy pomér déje.

a,b) Za predpokladu, Ze teplotni zavislost tepelné kapacity pfi stalém objemu je definovana vztahem
¢y = ool 1+a(t=D+B(1-1)’]
plyne pro zménu stavu a bezrozmérnou praci pii adiabatickém dé&ji, ze
o=t Pexp[(0-2B) (T—1)+B(T=1)/2] , A=1—1+0o(T-1)*2+B(—1)>/3 . (8)

c¢) Podle [8] lze teplotni zavislost tepelné kapacity pii stalém objemu s ohledem na vibracni energii
molekul vyjadrit

¢y = Cyof 1+ (1=1)[(8/T)/sh(6/T)]*}, 9)

kde 6 je polovi¢ni absolutni charakteristicka teplota napliiovani prislusného vibra¢niho stupné volnosti;
pro zménu stavu pfi adiabatickém déji takového media lze pak nalézt

o = 1/ V[sh(6/T)/sh(6/T,)exp[(6/T)cth(6/T)—(6/T,)/cth(6/T,)]  (10)
a pro praci
A = T=14+(1c—1)(6/T o)[cth(8/T)—cth(6/T,)] . (11)

Porovnani ukazalo, ze rozdily mezi jednotlivymi aproximacemi nejsou sice zanedbatelné, ale Ze porad
jsou zfeteln€ mensi nez ty, které vyplynuly z porovndni s idealnim plynem. Ty se nachazely v podobné
oblasti s jakou jsme se setkali pii porovnavani riznych modelii komprese.

5. Zavéry

Prispévek predstavil ¢ast analytického aparatu ke zptesnéni dosavadnich popisi silnych
neadiabatickych kompresi s jakymi je tfeba pocitat pii1 kolapsu kavita¢nich bublin.
Uvazuje se, zatim oddé€lené, odvod tepla v prubéhu déje podle modelu M4, teplotni
zéavislost specifickych tepelnych kapacit a popt. pfesnéjsi rovnice stavu nez pro ideélni
plyn, jejiz vliv se zatim ukazuje jako pomérné slaby. Naproti tomu kazda z prvnich
dvou skutetnosti mize pii velkych objemovych stladenich fadu 10° vést ke zpiesnéni az
o desitky procent. Prvni ¢ast podrobngjsi kvantifikace téchto vlivii je uvedena v
pfipojenych diagramech.

Problém byl resen v ramci grantu AV CR S2076003.
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Some possibilities of analytical description of strong non-adiabatic gas compression
Z. Bayer

Paper deals with modelling of the gas-state, and thermodynamic behaviour in cavitation bubbles. After
recent presentation of model M3 based on the more realistic idea of the heat transfer in the course of
bubble compression, an advanced version M4 is introduced. The comparison of the polytropic and M4
models of process shows the results for high volume compression ratios may differ in tenths of percent. In
a simillar region lies the discrepancy caused by using more accurate equation of state and temperature
dependence of the heat capacity.

Key words: cavitation, non-adiabatic compression, mathematical models, real gas
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Obr. 1. Komprese podle M4 v 7-6 (T-s) diagramu
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Obr. 2. Pomérna kompresni prace
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Obr. 3. Relativni odchylka kompresni

prace modelu V4 od Mp

Obr. 4. Primérm odchylka VH od Mp



