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Abstrakt: V poslednı́ch deseti letech se zájem mnoha výzkumnı́ků obrátil na problém, jak při
výpočtech založených na metodě konečných prvků dosáhnout požadované přesnosti řešenı́.
Za tu dobu bylo vyvinuto několik metod řešı́cı́ch tento problém a některé z nich se ukázaly
natolik úspěšné, že se začaly využı́vat i v komerčnı́ch aplikacı́ch. V každé z těchto metod
lze najı́t tři základnı́ části: (1) úsporný a výkonný nástroj na aposteriornı́ odhad chyby;
(2) proces určujı́cı́ modifikaci (vylepšenı́) sı́tě prvků, která by vedla k dosaženı́ předepsané
přesnosti řešenı́ při minimálnı́m počtu iteracı́; (3) výkonný generátor schopný přesně splnit
naše požadavky na modifikaci sı́tě. V tomto článku bude představena adaptivnı́ technika,
jejı́miž autory jsou Zienkiewicz a Zhu, a na přı́kladech budou ukázány výsledky, kterých lze
touto metodou dosáhnout.
Klı́čová slova: h-adaptivita.

Úvod
Každý uživatel numerických metod založených na diskretizaci řešeného problému

by se měl snažit o odhad přesnosti zı́skaných výsledků. K tomu sloužı́ tzv. adaptivnı́
techniky, pomocı́ nichž lze zı́skat informaci o chybě řešenı́ a zároveň dávajı́ návod na jeho
zpřesněnı́. Vzhledem k složitosti adaptivnı́ch výpočtů se u komerčnı́ch aplikacı́ spoléhalo
na zkušenost uživatelů a na jednoduchá pravidla, jak se vyhnout nejhrubějšı́m chybám.
Tento postup však nevedl vždy k uspokojujı́cı́m výsledkům. Naštěstı́ se dnes situace měnı́
k lepšı́mu a bylo již představeno několik adaptivnı́ch metod, které umožňujı́ automatické
dosaženı́ požadované chyby řešenı́ v krátkém čase.

Existuje několik typů adaptivnı́ch metod. V nejběžnějšı́m řešenı́ úlohy MKP je vytvo-
řen model konstrukce použitı́m určitého typu prvku se stupněm polynomické aproximace p.
Přesnějšı́ho řešenı́ je poté dosaženo užitı́m vı́ce prvků a tı́m pádem zmenšenı́m jejich cha-
rakteristických rozměrů h, a proto se označuje jako h-adaptivita. Je možno ji použı́t ve
všech existujı́cı́ch kódech a v tomto přı́spěvku bude blı́že představena. Dalšı́ metoda se
nazývá p-adaptivita. Počet prvků zde zůstává stejný a přesnost modelu se zvyšuje tı́m,
že se na vybraných prvcı́ch zvýšı́ stupeň polynomické aproximace p. Takto vzniklá sı́t’
s měnı́cı́ se aproximacı́ sice vyžaduje použitı́ výkonného řešiče, ale zvýšená námaha se
vyplatı́, obzvláště pokud je požadována vysoká přesnot řešenı́. Současným použitı́m obou
metod vzniká tzv. hp-adaptivita, která se v současné době jevı́ jako nejefektivnějšı́.
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V rámci h-adaptivity existuje několik způsobů, jak se k hustšı́ sı́ti dopracovat. Prvnı́ z
nich je znázorněn na obrázku 1. Původnı́ sı́t’je zde ponechána a pouze v mı́stě s největšı́
chybou se prvky rozdělı́ na čtvrtiny. Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud neobdržı́me
řešenı́ s požadovanou chybou. Nevýhodou postupu je vznik tzv. hanging nodes a závislost
tvaru a velikosti prvku na počátečnı́m rastru. Výhoda naopak spočı́vá v tom, že nenı́ třeba
generovat stále nové sı́tě a částečně lze využı́vat hodnot, vypočtených již na primárnı́ sı́ti.

Dalšı́ alternativou, kterou někteřı́ autoři uvádějı́, je tzv. r-adaptivita. V tomto procesu
zůstává počet prvků sı́tě konstantnı́ a pouze se hledajı́ nové polohy uzlů, které by zajiš-
t’ovaly přesnějšı́ řešenı́. Toto samozřejmě nenı́ nový typ adaptivnı́ techniky, ale jedná se
o h-adaptivitu se speciálnı́m způsobem zahušt’ovánı́. Je důležité si uvědomit, že použi-
tı́m tohoto procesu zı́skáme o něco přesnějšı́ řešenı́, ale předepsané přesnosti s největšı́
pravděpodobnostı́ nedosáhneme.

Asi nejlepšı́ alternativou h-adaptivity je generovánı́ vždy nové sı́t’e, která by přesně
odpovı́dala našim požadavkům.

Z předchozı́ch úvah je zřejmé, že všechny adaptivnı́ výpočty hledajı́cı́ řešenı́ požado-
vané přesnosti majı́ tři části, které musı́ být cyklicky vykonávány:

(1) výpočet na zvolené základnı́ sı́ti, vyčı́slenı́ odhadu chyby diskretizace řešenı́

(2) určenı́ modifikace (vylepšenı́) sı́tě, která by zajistila ekonomické dosaženı́ přede-
psané přesnosti

(3) implementace tohoto vylepšenı́, výpočet řešenı́ na modifikované sı́ti a vyčı́slenı́
odhadu nové chyby; při nedosaženı́ předepsané přesnosti návrat do bodu (2)

Tyto tři části je třeba navrhnout tak, aby bylo výsledku dosaženo co nejefektivněji a s
co nejmenšı́m počtem cyklů.

Adaptivnı́ technika podle Zienkiewicze a Zhua
V následujı́cı́ch kapitolách bude představena adaptivnı́ technika, kterou navrhli O. C.

Zienkiewicz a J. Z. Zhu. Tato technika zahrnuje všechny tři výše uvedené body potřebné k

Obr.1: h-adaptivita - rozdělovánı́ prvků; Æ hanging nodes.



dosaženı́ požadované přesnosti řešenı́ a splňuje i přı́sné požadavky na rychlost a efektivitu
výpočtu.

Pro odhad chyby formulovali autoři jednoduchou metodu, která se stala velice účinným
nástrojem snadno implementovatelným do existujı́cı́ch programů. Tento odhad je vhodný
předevšı́m pro h-adaptivitu a jeho hlavnı́ přednostı́ je, že nenı́ třeba vyčı́slovat skoky
mechanických veličin na hranici mezi prvky, jak tomu bylo u „klasických“ odhadů.

Základnı́ vztahy

Uvedená adaptivnı́ technika bude představena na přı́kladu eliptického problému
vyjádřeného vztahem

Kr = B
T
DBr = f na 
: (1)

Takovéto problémy jsou typické v teorii pružnosti, kde r představuje vektor posunutı́ a B
matici umožňujı́cı́ výpočet napětı́ a deformace jako

" = Br a � = DBr na 
: (2)

Při využitı́ standardnı́ch vztahů MKP aproximujeme posunutı́ û pomocı́ matice bázových
funkcı́ N jako

û = Nr (3)

a přibližné hodnoty odvozených veličin �̂ a "̂ z rovnic (2). Rozdı́l přesných hodnot u, �,
" a aproximovaných hodnot û, �̂, "̂ je chyba řešenı́:

eu = u� û; e" = "� "̂; e� = � � �̂: (4)

Jedná se o definici chyby v bodě, což je z praktického hlediska nevýhodné. Přednost se
dává integrálnı́m měřı́tkům chyb. Vhodným integrálnı́m měřı́tkem je energetická norma.
Energetickou normu chyby řešenı́ můžeme vyjádřit jako
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Přestože jsou všechna integrálnı́ měřı́tka vztažena na celou řešenou oblast, lze čtverec
normy vypočı́tat jako součet přı́spěvků z jednotlivých prvků
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Pro snadnějšı́ zacházenı́ se dává přednost relativnı́ procentuálnı́ chybě
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Nebot’přesné řešenı́ u nenı́ k disposici, můžeme chybu řešenı́ přibližně vyjádřit jako

e� � �
�

� �̂; (8)

kde �� je lepšı́ aproximacı́ přesného řešenı́ než �̂. Přibližná hodnota chyby je potom
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a pro odhad procentuelnı́ chyby platı́

~� =

vuut k~ek2

kûk2 + k~ek2
� 100: (10)

K posouzenı́ kvality odhadu chyby sloužı́ tzv. index účinnosti

# =
k~ek

kek
; (11)

který se tak stává důležitým ukazatelem efektivnosti adaptivnı́ho výpočtu a v ideálnı́m
přı́padě by se měl rovnat jedné. Zde je třeba poznamenat, že největšı́ vliv na hodnotu #

má přı́tomnost singularit, které mohou výrazně zpomalit konvergenci řešenı́.

Výpočet��

Pokud vyjdeme ze vztahů (3) a (4), tak je zřejmé, že posunutı́ û je po prvku apro-
ximováno pomocı́ polynomu stupně p a �̂ pomocı́ polynomu stupně p-1. Zienkiewicz
a Zhu, aby zı́skali lepšı́ hodnoty napětı́, zavedli předpoklad, že napětı́ �� je po prvku
interpolováno stejným způsobem jako posuny û. Na izolovaném prvku platı́

�
� = Nr�; (12)

kde r� je vektor napětı́ v uzlových bodech, jejichž hodnoty vypočteme z požadavku:
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Po dosazenı́ (12) do (13) obdržı́me
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Vyřešenı́m soustavy lineárnı́ch rovnic (14) zı́skáme r� a ze vztahu (12) potom �
�.

Pokud je při aproximaci použit lineárnı́ prvek, je možno matici A diagonalizovat. Tı́m se
výpočet �� výrazně zrychlı́ a přesnost se snı́žı́ pouze o 2-3%.

Empiricky bylo zjištěno, že odhad procentuelnı́ chyby ~�, vypočtený ze vztahu (10) po-
mocı́ napětı́�� zı́skaného popsanou metodou, je třeba přenásobit korekčnı́m součinitelem,
jehož velikost je závislá na typu prvku.

Modifikace sı́tě prvků

Při adaptivnı́m výpočtu se obvykle požaduje, aby na každém prvku byla splněna
nerovnost

� < ��; (16)

kde �� je předepsaná procentuálnı́ chyba v energetické normě. Za předpokladu, že chyba
� je rovnoměrně rozložena po celé oblasti, lze stanovit mez pro normu chyby na každém
prvku

k~eki � ��

s
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Protože k~eki se během řešenı́ vyčı́sluje pro každý prvek, lze jednoduše zjistit, v kterém
mı́stě se má velikost prvků zvětšit a kde zmenšit. Jestliže charakteristický rozměr prvku
je hi, potom nový rozměr by měl být

h =
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�
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2

i
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�em
; (18)

kde p je stupeň polynomické aproximace.

Numerické ověřenı́ efektivnosti metody

V této kapitole bude na jednoduchém přı́kladě ověřena konvergence adaptivnı́ho vý-
počtu a účinnost odhadu chyby. Jako testovacı́ konstrukce byla vybrána stěna s jednou
hranou vetknutou, která je zatı́žená ve své rovině (obr.1).

Nejprve byl proveden adaptivnı́ výpočet s vysokou přesnostı́, při kterém bylo dosaženo
chyby 0.0068%. Takto zı́skané výsledky je dále možno považovat za „přesné řešenı́“.

Dále byl proveden běžný výpočet, při kterém bylo požadováno dosaženı́ předepsané
přesnosti 3% pro lineárnı́ a 8% pro kvadratický trojúhelnı́kový prvek. V obou přı́padech
bylo dosaženo předepsané přesnosti ve dvou krocı́ch (obr.2-6).
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Obr.2: Primárnı́ sı́t’
lineárnı́ prvek - �=30.3%, počet stupňů volnosti (n) = 50; kvadratický prvek - �=8.2%, n = 184.

Obr.3: Sı́t’2
lineárnı́ prvek - � = 10.5%, n = 462.

Obr.4: Sı́t’3
lineárnı́ prvek - � = 7.9%, n = 774.



Obr.5: Sı́t’2
kvadratický prvek - � = 3.88%, n = 420.

Obr.6: Sı́t’3
kvadratický prvek - � = 2.53%, n = 526.

Na obrázcı́ch 7 a 8 je porovnána konvergence „adaptivnı́ho“ a „neadaptivnı́ho“ výpo-
čtu.
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Obr.7: kvadratický prvek
Æ - adaptivnı́ a - - neadaptivnı́ výpočet;

kek - energetická norma chyby;
n - počet stupňů volnosti.
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Obr.8: lineárnı́ prvek
Æ - adaptivnı́ a - - neadaptivnı́ výpočet;

kek - energetická norma chyby;
n - počet stupňů volnosti.

Na obrázcı́ch 9 a 10 jsou zobrazeny hodnoty indexu účinnosti# (viz. (11)) ve vybraných
částech sı́tě.

Jak je vidět z obrázků 9 a 10, index účinnosti odhadu chyby # představené metody se
dostatečně blı́žı́ hodnotě jedna, což zaručuje kvalitnı́ odhad chyby. Dále je vidět z obrázků
7 a 8, že použitı́m této metody dosáhneme řešenı́ s předepsanou chybou po druhém kroku
a s malým počtem prvků.

Závěr
Zde představená adaptivnı́ metoda vykazuje vysokou účinnost a lze ji doporučit do

všech aplikacı́, které využı́vajı́ MKP.
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liky čı́slo 103 00 1202.



1.1 1.01

1.05

0.8
0.95

Obr.9: lineárnı́ prvek
hodnoty # ve vybraných částech sı́tě.
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Obr.10: kvadratický prvek
hodnoty # ve vybraných částech sı́tě.
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