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1. Úvod 
Kritéria pevnosti materiálu jsou dlouhodobým předmětem zájmu jak výpočtářů, tak konstruk-
térů. Ji� dlouhou dobu se řada badatelů (viz přílohu A) sna�í zformulovat dostatečně přesné 
pevnostní kritérium. Tento příspěvek si v�ímá souvislostí mezi mezním diagramem plasticity 
a kritériem statické pevnosti (kvazi)izotropního materiálu. 
 
2. Diagram mezní plasticity 
Diagramy mezní plasticity (Hosford & Caddell; Kolmogorov at al., 1977) jsou vyu�ívány při 
návrzích technologií tváření. Charakterizují deformační schopnost daného materiálu. Udávají 
závislost mezní (intenzity) deformace � při ní� ji� dochází k poru�ení soudr�nosti tvárněného 
materiálu � na druhu napěťového stavu, který hodnotu mezní deformace silně ovlivňuje. Pře-
vládají-li tahové slo�ky napěťového stavu, je obvykle mezní deformace podstatně ni��í, ne� 
kdy� převládají slo�ky tlakové. 
 
3. Kritérium statické pevnosti 
Přehled vybraných kritérií je uveden v příloze A. Významné fyzikálně-metalurgické aspekty 
tvárného poru�ení jsou uvedeny v příloze B. Způsob vytvoření �integrálních� referenčních 
napětí (veličin σσσσR a ττττR) � je uveden v příloze C. Za těchto okolností lze kritérium tvárné pev-
nosti hledat jako závislost ττττR = f (σσσσR ) , nejjednodu��í tvar je: 

                                                                                                                                            τ                            τ                            τ                            τR = A � B. σσσσR  .                                                                (1) 

Vzhledem k výrazům definujícím σσσσR a ττττ    R jsou na tvar ττττ    R = f (σσσσR ) převeditelná také 
v�echna �oktaedrická� a některá �invariantová� kritéria z přílohy A a při znalosti tvaru kon-
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stituční rovnice materiálu také obě uváděná �kombinovaná� kritéria pevnosti (Fuxa I, 1998). 
Pro případ křehkého poru�ení lze vyu�ít koncepci vycházející z Griffithovy představy o kri-
tickém rozměru defektu a jemu příslu�ejícímu kritickému napětí. Tyto souvislosti se promítají 
do experimentálně stanovitelného �napětí mikrokolapsu� σσσσMK (Mě�kov, 1981), které je vý-
razně závislé na strukturních parametrech. σσσσMK lze začlenit do navrhovaného kritéria pevnosti, 
jak je uvedeno na příkladě v závěru tohoto příspěvku. 
 
4. Aplikace 
Aplikovatelnost �referenčního kritéria� pevnosti je dolo�ena na příkladu přepočtu diagramu 
mezní plasticity na kritérium statické pevnosti. Pro tento účel jsou vyu�ita experimentální data 
uváděná v literatuře (Kolmogorov et al., 1977) - viz body v Obr. 1. SεεεεL  značí mezní intenzitu 
deformace, kσσσσ  = σ σ σ σ 0    / Sσσσσ        je ukazatel napěťového stavu, Sσσσσ        je intenzita napětí a σ σ σ σ 0  je okta-
edrické normálové napětí. Při znalosti konstituční rovnice materiálu Sσ  σ  σ  σ  = Κ= Κ= Κ= Κ1 1 1 1 . . . . Sεεεε    n - kterou lze 
pro zkou�enou ocel vyjádřit vztahem Sσ σ σ σ = 948 .Sεεεε

0.298 - byly spočteny konstanty A, B rovnice 
(1). Z těchto údajů pak byla vyře�ena závislost: 

                                       SεεεεL =  =  =  = { A . K0  / [ K1 . ( 1 + B . K0 . kσ σ σ σ )] } 1/n  � číselně:                    (2)  

                                       SεεεεL = [1.0854 / (1 + 0.1653.kσ σ σ σ )] 3.3557  ,                                            (2a) 

která je jako plná čára rovně� zakreslena v diagramu mezní plasticity. Je patrná dobrá sho-
da experimentu s teorií. K0 je konstanta pro přepočet mezi referenčním smykovým napětím a 
intenzitou napětí.   

 

V technické praxi je zaveden pojem intenzita napětí Sσσσσ (efektivní napětí), který je nume-
ricky snadno převeditelný na hodnotu referenčního smykového napětí: ττττR = 0,365 . Sσ  σ  σ  σ  . Sou-
časně je zřejmé, �e referenční normálové napětí σσσσR je numericky shodné s oktaedrickým 
(středním, hydrostatickým) napětím σσσσO. Přesto�e se jedná z hlediska fyzikální interpretace o 

O br.1  D iagram  m ezní plasticity  oceli 12 031
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odli�né veličiny, lze pro praktické výpočty pevnostních kritérií vyu�ívat závislost Sσ σ σ σ (σσσσO ) 
(Fuxa, 2000).  

Kritérium pevnosti tvárné oceli 12 031 pak lze vyjádřit také ve tvaru: 
Sσσσσ = 1029 � 0,496 . σσσσO  - současně s podmínku křehkého poru�ení: σ σ σ σ1 = σσσσMK ; σσσσ2 = σσσσMK ; σ σ σ σ3 = 
σσσσMK ; σσσσMK = 1250 [MPa]. 

Z kriteriálních vztahů ττττR (σσσσR ) nebo Sσ σ σ σ (σσσσO ) lze vykreslovat Haighovy diagramy, které zná-
zorňují řezy mezní plochy statické pevnosti rovinami σ3 = konst. Obr. 2 je kreslen pro tlakové 
hlavní napětí σ3 = - 800 [MPa], Obr. 3 pro nulové třetí hlavní napětí, Obr. 4 pro tahové hlav-
ní napětí σ3 = + 800 [MPa]. Je dobře patrný příznivý vliv tlakových napětí na odolnost mate-
riálu proti poru�ení soudr�nosti. Z Obr. 3 (σ3 = 0) je rovně� zřejmé, �e i tvárný materiál vyka-
zuje men�í mez pevnosti v tahu ne� v tlaku. 

 
 
                  Obr.2 Haighův diagram pro tlakové třetí hlavní napětí σ3 = - 800 MPa 
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                     Obr.3 Haighův diagram pro nulové třetí hlavní napětí σ3 = 0 

 
                Obr.4 Haighův diagram tahové třetí napětí σ3 = 800 PMa 

 
 
5. Závěr 
Bylo předlo�eno kritérium pevnosti, které vychází z poznatků fyziky kovů a respektuje tvárné 
i křehké poru�ení. ττττR = f (σσσσR ) je obecný tvar tohoto kritéria, pracovně nazvaného "kritérium 
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referenčních napětí". Konkrétní tvar této závislosti - volba funkce f včetně stanovení hodnot 
konstant - závisí na konstituci materiálu (jeho chemickém slo�ení, struktuře), ale také na tep-
lotě a deformační rychlosti zatě�ování, v některých případech rovně� na historii zatě�ování, 
na časovém sledu jednotlivých zátě�ných účinků.  

Tvárné statické poru�ení je v nejjednodu��ím případě popsáno závislostí: τ τ τ τR = A � B .σσσσR    
(případně Sσσσσ = Α = Α = Α = Α0  0  0  0  − Β− Β− Β− Β0000 . σ . σ . σ . σO). Kritérium křehké pevnosti bylo převzato z práce (Mě�kov,  
1981) a má tvar: σσσσ1 = σσσσMK ; σσσσ2 = σσσσMK ; σ σ σ σ3 = σσσσMK ; σσσσMK = konst., kdy� σσσσMK  značí napětí mik-
rokolapsu materiálu, závislé na strukturních parametrech a je určováno experimentálně. Pro 
jeho odhad je uváděna regrese: σσσσMK = SσσσσL tah / (1 � ψ2),  ψ značí poměrné zú�ení při zkou�ce 
tahem při pokojové teplotě.  

Konstanty v kritérii uváděné mají jednoznačnou fyzikální interpretaci a souvisí jak se 
strukturou kovu, tak také s napěťovým stavem (Fuxa, II 1998, 1997, 1996).  
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Příloha A  
Kritéria statické pevnosti  
 
NAPĚŤOVĚ KONCIPOVANÁ  
"OKTAEDRICKÁ" kritéria 
Jang, Burzynski, Hu a Pae 
ττττ0

2 + C.σσσσ0
2 + B.σσσσ0 = A  � spec. pro C = 0: 

Balandin 
ττττ0

2 + B.σσσσ0 = A 

Serensen, Freudentahl, Miroljubov, Botkin 
ττττ0 + B.σσσσ0 = A 

Drucker, Prager 
ττττ0 = (A - B.σσσσ0)2 

Reimann 
ττττ0

2 + C.ττττ0 + B.σσσσ0 = A 

Golcev 
(ττττ0 + B.σσσσ0)αααα = A 

Liu �u I 
ττττ0

2 + B.sign(σσσσ0).σσσσ0
2 = A 

�karbelis 
ττττ0

αααα + B.σσσσ0
ββββ = A 

Filoněnko-Borodič I 
σσσσ0 = A.ττττ0 + B.ττττ0

2 + C + D/ττττ0 

 

"INVARIANTOVÁ" kritéria 
 typu: F(I1,D2,D3) = 0, 

Drucker II 
D2

3 - A.D3
2 = B 

Genijev, Kisjuk 
D2 = (A .I1 + B).(1-C.(1-D3 /2 .(D2 / 3) -3/2 ) ) 

 

"SMÍ�ENÁ" kritéria: 

Hershey 
ττττ0 = (A - B.σσσσ0).(1 + C.cos (6.arcsin (31/2.(1+µµµµσσσσ) / 2 / 
(3+µµµµσσσσ

2222) 1/2), 

Jagn, Vinogradov 
ττττ0 = A + B.σσσσ0 + C.(1 - cos2ππππ.µµµµσσσσ) 

Daviděnkov 
ττττmax + B.σσσσ0 = A 

Tarasenko I 
ττττmax + (B + C.sin ππππ.µµµµσσσσ).σσσσ0 = A 

Tarasenko II 
σσσσ1 + (B + C.sin ππππ.µµµµσσσσ).σσσσ0 = A 

Pisarenko, Lebeděv 
ττττ0

αααα + B.σσσσ1
ββββ = A 

Bailey 
|σσσσ1 - σσσσ2| αααα + |σσσσ2 - σσσσ3| αααα + |σσσσ1 - σσσσ3| α  α  α  α  = 2.σσσσPt

αααα    

Schleichel, Sandel I 
wc + B.σσσσ0 = A , rozepsáním:       σ12+σ2

2+σ3
2-

2.µ.(σ1.σ2+σ2.σ3+σ3.σ1)+(σPd-σPt).(σ1+σ2+σ3) = 
σPd.σPt 
 
Filoněnko - Borodič II 
F(FB1,FB2,FB3) = 0, 
FB1 = (σ1+σ2+σ3)/3 
FB2 = σ12+σ2

2+σ3
2+α.(σ1.σ2+σ2.σ3+σ3+σ1) 

FB3 = σ13+σ2
3+σ3

3+ β.(σ1.σ2
2+σ2.σ3

2+σ3.σ12 

+σ12.σ2+σ2
2.σ3+σ3

2.σ1)+γ.σ1.σ2.σ3 

Pro α ≠ 2 a také  3.β - γ ≠ 3 
 

napjatost "NA OBECNÉ ROVINĚ" 

Ondráček 
ττττρρρρ = ττττρρρρM, odtud: 
(σ1-σ3)/2.((1-µσ)2.cos2αx.cos2αy + 
(1+µσ)2.cos2αy.cos2αz + 4.cos2αx.cos2αz)1/2 = τρM 

cosαx, cosαy, cosαz - směrové kosiny normály obec-
né roviny ρ 

 
Volkov I 
ττττρρρρ

2 - (A - B.σσσσρρρρ)2 = 0 

Volkov II 
ττττρρρρ

2 - (A - B.(σσσσρρρρ + σσσσ0))2 = D 

 
 
DEFORMAČNĚ KONCIPOVANÁ 
"DEFORMAČNÍ" kritéria 
Sandel II 
γγγγmax + B.(εεεε1 + εεεε2 + εεεε3) = A 

Do�činskij 
εεεεef = A 
εef = ((ε12+ε2

2+ε3
2)/3)1/2, odtud: 

σ12 + σ2
2 + σ3

2 -2µ.(2µ)/(1+2.µ2). 
(σ1.σ2+σ2.σ3+σ3.σ1) = σPt

2 
eventuelně: 
εεεεef + B.(εεεε1+εεεε2+εεεε3) = A, odtud: 
(σ12+σ2

2+σ3
2-2.µ.(2-µ)/(1+2.µ2). 

(σ1.σ2+σ2.σ3+σ3.σ1))1/2 + (σPd-σPt)/(σPd+σPt). 
.(σ1+σ2+σ3) = 2.σPt.σPd/(σPt+σPd) 

 

6 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #137



NAPĚŤOVĚ - DEFORMAČNÍ KRITÉ-
RIA 
"KOMBINOVANÁ" kritéria 
Smirnov-Aljajev 
SεεεεM = f(kσσσσ) 

Kolmogorov  
SΛΛΛΛM = f(kττττ) � (diagram mezní plasticity) 
kτ = σ0 / Sσ / 31/2 

kritérium "REFERENČNÍCH NAPĚTÍ" 
Fuxa 
ττττR = f(σσσσR) , kupříkladu:  
(a) τR = A1.|σR - σB|      � σR < σB 
(b) τR  = A3.|σR- σB|α      � σR < σB 

(c) ττττR = A0 � B0.σσσσR        � σσσσ1, σσσσ2, σσσσ3 < σσσσMK 

 
 
 
SYMBOLIKA: 

A, A0, A1, A2, A3, B, B0, C, D, α, β, γ, σB -   
      konstanty 

µµµµ - Poissonovo číslo 

σσσσ1, σσσσ2, σσσσ3 - hlavní napětí v pořadí: 
σ1>σ2>σ3 

σσσσPt, (σσσσPd) - napětí na mezi pevnosti v tahu 
                                                           (tlaku)    

σσσσ0, (ττττ0) - normálové (smykové) oktaedrické    
               napětí 

σσσσMK  - napětí mikrokolapsu  
ττττmax - maximální smykové napětí 
 
T � intenzita smykových napětí 

      T = (1/6)1/2.((σ1-σ2)2+(σ2-σ3)2+(σ3-   

                                                - σ1)2)1/2 

      τ      τ      τ      τ0 = (2/3)1/2.T 

    
    
    
    

    
    
    
    
    
ττττR, (σσσσR) - referenční smykové (normálové)   
           napětí obecné 3-osé napjatosti  
w, (w TV) - měrná potenciální energie na-
pjatosti (na změnu tvaru) 

I1 - první invariant tenzoru napětí 

I1 = σ1 + σ2 + σ3, 
D2 - druhý invariant deviátoru napětí 
   D2 = 1/6.( (σ1 - σ2)2 + (σ2 - σ3)2 + (σ3 -    

                                                      - σ1)2 )    
D3 - třetí invariant deviátoru napětí 

D3 = 1/27.(2.σ1 - σ2 - σ3).(2.σ2 - σ1 -   
         σ3).(2.σ3 - σ1 - σ2) 

µµµµσσσσ - Lodeho parametr 
 µµµµσσσσ = (2.σ2 - σ1 - σ3) / (σ1 - σ3)   
       pro σ1>σ2>σ3  nabývá hodnot  -1 a�  +1     
 
εεεε1, εεεε2, εεεε3 - hlavní deformace 
 εεεε1 = 1/E.(σ1-µ.σ2-µ.σ3)  atp.  
                   pro oblast pru�nou 

kσσσσ - ukazatel napěťového stavu (Smirnov-  
           Aljajev) 

 kσ = I1 / Sσ ; event.: σ0 / Sσ 

Sσσσσ − intenzita napětí  
       Sσσσσ = 1/21/2.((σ1-σ2)2+(σ2-σ3)2+(σ3- 

                                                         - σ1)2)1/2        

Sεεεε - intenzita deformace 

        Sεεεε = 21/2/3.((ε1-ε2)2+(ε2-ε3)2+(ε3-ε1)2)1/2   

SΛΛΛΛM - mezní intenzita smykových deformací 
         SΛΛΛΛM = (2/3.((ε1-ε2)2+(ε2-ε3)2+(ε3-ε1)2))1/2  
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Příloha B 

Významné fyzikálně-metalurgické aspekty tvárného poru�ení 

Oceli jsou krystalické látky s mří�kou kubickou, prostorově centrovanou (KSC, alfa, ferit) 
nebo plo�ně centrovanou (KPC, gama, austenit). Obsahují četné poruchy bodové (vakance, in-
terstice, substituční atomy), poruchy čárové (hranové, �roubové, smí�ené či parciální disloka-
ce), poruchy objemové (precipitáty, vměstky). Oceli jsou polykrystalické látky, hranice mezi 
zrny i vlastní velikost zrn ovlivňují odezvu materiálu na jeho zatí�ení. Tvárné poru�ení je spo-
jeno s předchozí plastickou deformací, která se obvykle uskutečňuje skluzem volných dislo-
kací (v krystalograficky určených skluzových rovinách a v nich ve směrech nejhustěji obsa-
zených atomy). Vzhledem k odli�né orientaci skluzových systémů v jednotlivých zrnech je 
k uskutečnění plastické deformace polykrystalické látky nutno aktivovat nejméně pět odli�-
ných skluzových systémů (Mieses). Plastická deformace je tak závislá na smykových napětích 
(průmětech do směrů skluzu), která působí v několika skluzových rovinách. Jestli�e překá�ky 
dislokačního pohybu zablokují pohyblivost dislokací, pak zvy�ování smykových napětí ji� 
nevede k dal�í plastické deformaci ale k (tvárnému) lomu. Přítomnost tahových napětí na 
skluzových rovinách poru�ení  usnadňuje, opačně působí napětí tlaková. Křehké poru�ení 
souvisí normálovým napětím, �odtrháváním� krystalografických rovin a je rovně� strukturně 
podmíněno. Mů�e být charakterizováno tahovým napětím mikrokolapsu (Mě�kov, 1981) a je 
pova�ováno za charakteristickou konstantu dané struktury (nezávislou kupříkladu na teplotě). 

Kvaziizotropní materiál staticky namáhaný se tedy poru�uje tvárným nebo křehkým lomem. 
Sledujme zprvu situaci v některé ze skluzových rovin ρ, v ní� se vyskytuje jak smykové napě-
tí τρ tak normálové napětí σρ. τρ zde v závislosti na své velikosti vyvolává buď pru�ný zkos γρ 
nebo plastickou smykovou deformaci nebo určitou mezní plastickou deformaci (poru�ení). σρ 
tuto mezní deformaci zvy�uje (je-li tlakové) nebo sni�uje (je-li tahové).  

Proto�e krystalický materiál obsahuje mnoho latentních skluzových systémů (rovin a smě-
rů skluzu), uskutečňuje se skluz přednostně v těch rovinách ρi, v nich� je dostatečně veliká 
slo�ka smykového napětí τρi (tam pak v těch směrech, do nich� je největ�í průmět τρi). Napětí 
τρi s rozvojem plastické deformace vzrůstá vlivem dislokačního pohybu, který je provázený 
generováním dal�ích dislokací F-R zdroji a hromaděním dislokací u překá�ek. Pokud τρi není 
schopno vyvolávat dal�í plastickou deformaci, pak buď mů�e skluz pokračovat v jiné (jiných) 
skluzové rovině (s men�ím odporem proti plastické deformaci) anebo dal�í zvý�ení τρi vede ke 
vzniku mikrotrhliny - potenciálnímu zárodku lomu. 

V souvislosti s uváděným Miesesovým zji�těním lze dále očekávat, �e pevnostní kritérium 
polykrystalického materiálu nebude vázáno napěťovými poměry jen jediné roviny. Tahové 
slo�ky napěťového stavu napomáhají poru�ení soudr�nosti kovu, zatímco tlakové slo�ky na-
pjatosti sklon materiálu k poru�ení potlačují. 
 

 

Příloha C  
Referenční normálové a smykové napětí 

Napjatost v bodě tělesa je dána slo�kami obecného napěťového stavu (σx, σy, σz, τxy = τyx, τyz 
= τzy, τzx = τxz) a lze ji v�dy transformovat na napjatost určenou hlavními napětími (σ1, σ2, 
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σ3). Napěťové poměry na obecné rovině ρ (určené normálou nρ [α1,α2,α3] vůči směrům 1, 2, 
3 hlavních napětí jsou určitelné z Obr. A. Napjatost σσσσρρρρ a ττττρρρρ na obecné rovině je dána rovnice-
mi (a), (b) a referenční napětí σσσσ    R , ττττ    R (Fuxa, I 1998), reprezentující určitá �průměrovaná� 
napětí daného napěťového stavu (σσσσ    1, σσσσ    2, σσσσ    3 ), mohou být počítána z definičních vztahů (c), 
(d). Transformační vztahy pro převod σρ, τρ  z kartézských do sférických souřadnic vyplynou z 
obr. B: 

                                                                                                                                                                    σσσσρρρρ = σσσσ1 . cos 2αααα1111 + σ + σ + σ + σ2 . cos 2αααα2  + σσσσ3 . cos 2αααα3                                                   (a) 

            ττττρ  ρ  ρ  ρ  = [(σσσσ1
2.cos2αααα1111 + σ + σ + σ + σ2

2.cos2αααα2  + σσσσ3
2.cos2αααα3) - ( σ σ σ σ1.cos2αααα1111 + σ + σ + σ + σ2 .cos2αααα2  + σσσσ3.cos2αααα3)2] 1/2   (b) 

                                                                                                                                                                        σσσσR  = lim R→0 ∫(S) σσσσρ ρ ρ ρ (R,ωωωω,ϕϕϕϕ).dS / (4ππππ.R 2 ),                                      (c) 

                                                                                                                                                        ττττR  = lim R→0 [ ∫(S) ττττρρρρ
2 2 2 2 (R,ωωωω,ϕϕϕϕ).dS / (4ππππ.R 2 ) ] 1/2.                                (d) 

         
 

 

             Obr. A  K výpočtu σσσσρρρρ        ;    ττττρ ρ ρ ρ                                                              Obr. Β Κ výpočtu  σσσσR ;ττττR 
 
nρ [x0, y0, z0]   � x0, y0, z0 určuje normálu roviny ρ, a tím také tzv. směrové kosiny :  

cos α1 = x0 / R , 

cos α2 = y0 / R ,  

cos α3 = z0 / R  . 

Dále evidentně platí: 

cos ω = z0 / R, odtud  z0 = R.cos ω ; 

sin ω = b0 / R , odtud  b0 = R.sin ω ; 

cos ϕ = x0 / b0 odtud x0 = b0.cos ϕ = R.sin ω. cos ϕ ; 
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sin ϕ = y0 / b0, odtud y0 = b0.sin ϕ = R.sin ω . sin ϕ ; 

dS = R.sin ω .dϕ .R . dω = R2.sin ω . dω. dϕ . 

Pak potřebné výrazy  pro transformaci jsou: 

cos α1 = sin ω. cos ϕ , 

cos α2 = sin ω . sin ϕ , 

cos α3 = cos ω ,  
tak�e lze vyjádřit normálové napětí ve sférických souřadnicích: 

                                                                                                    σσσσρρρρ = σσσσ1 . cos 2ϕϕϕϕ    ....    sin 2 ωωωω    + σ+ σ+ σ+ σ2 . sin 2 ϕϕϕϕ . sin 2ωωωω  + σσσσ3 . cos 2ωωωω . . . .                                                                                            (a1) 
Z definiční rovnice (c) pak vyplyne výraz pro referenční normálové napětí: 

                                                                                                                                                                                                σσσσR = ( σσσσ1 + σσσσ2 + σσσσ3 ) / 3.                                                          (c1) 

Analogicky lze také ve sférických souřadnicích vyjádřit smykové napětí τρ  a dopočítat vý-
raz pro referenční smykové napětí: 

ττττ    R        = 15 -1/2.[ ( σσσσ    1 - σσσσ    2  ) 2 + ( σσσσ    2 - σσσσ    3  ) 2 + ( σσσσ    3 - σσσσ    1  ) 2 ] 1/2  (= 1/K0 .Sσ    
� K0 = 2.7386).  (d1) 

 

10 Engineering Mechanics, Svratka 2003, #137


