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Summary: In relation to previous solution of non-stationary state of stress in
elastic plate excited by singular force, the solution of transversale impact an
elastic thin rod on thin elastic isotropic and orthotropic rectangular plate
including rotary inertia is published here.

V příspěvku IM 2002 [1] byl uveden postup a základní vztahy řešení příčného rázu tenké
elastické tyče na tenkou elastickou izotropní desku – obr. 1.

Řešení vychází z podmínky rovnosti posuvů v místě A dotyku obou těles wA1 = wA2 2).
Posuv dotykového bodu A desky wA1 je dán součtem posuvu wKA1, který je určen, vzhledem
k předpokladům teorie tenkých desek, kmitavým posuvem průmětu bodu A do střednicové
plochy, a posuvu wDA1, který odpovídá dotykové deformaci horní lícní plochy. Posuv
dotykového bodu A tyče wA2 je dán posuvem wT2 padající tyče jako tuhého tělesa, na nějž
působí rázová síla F(t) proti pohybu, zmenšeném o posuv wKA2 pružné volné tyče a o posuv
wDA2, odpovídající dotykové deformaci tyče:
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Pro posuv wDA = wD(t) odpovídající sblížení těles vlivem dotykové deformace při rázu,
není známo obecné analytické řešení. Je proto posuv wD vyjádřen vztahem

[ ]δ)(tFkw dD = (2)

kde kd je konstanta závislá na elastických a geometrických vlastnostech těles v místě dotyku.
Proto jako první přiblížení je uvažován Hertzův vztah pro statický dotyk elastické koule
(kulového vrcholu tyče – 2) o poloměru R2 a elastického poloprostoru (horní lícní plochy
desky – 1).
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Pro další řešení je nutno určit poloměr kružnice dotyku koule, resp. kulového vrchlíku a
roviny:
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Posuv dolního koncového řezu tyče je dán vztahem [1]
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Vztah pro výpočet posuvu desky wA se získá řešením pohybové rovnice, resp. pohybových
rovnic posuvných a rotačních pohybů vzhledem k osám procházejícím těžištěm elementu
tenké elastické desky [1]:
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Ortotropní deska [3]
Rayleigho model
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Kirchhofův model desky (Jρ = 0)
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Řešení pohybových rovnic (6) a (7), tj. vztah pro výpočet posuvu desky je možno hledat
Fourierovou metodou ve tvaru dvojné řady
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kde funkce X(x) a Y(y) vyhovují příslušné pohybové rovnici a okrajovým podmínkám a jsou
ortogonální. V řešeném případě obdélníkové desky po obvodě prostě podepřené [2], [3]
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Za předpokladu, že vnější budící spojité zatížení p(x;y;t) je možno vyjádřit ve tvaru

p(x;y;t) = P(x,y) F(t)

je řešení rovnic (6) a (7), tj. posuv bodu střednicové plochy desky [2], [3]
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Parametr Ψnm pro izotropní i ortotropní desku
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Dvojný integrál v čitateli vztahu (10) je bezrozměrný parametr
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který určuje vliv geometrie vnějšího budícího zatížení p(x;y;t)→P(x,y). F(t), tj. vliv tvaru a
velikosti kontaktní plochy a její polohu v horní lícní ploše, např. souřadnicemi jejího středu xF
a yF, a rozložení intenzity spojitého zatížení. V příspěvku [1] je v pohybových rovnicích
uvažován kontakt razníku a desky jako osaměle působící síla F(t) aplikací Diracova impulsu
(delta funkce) ( ) ( )FF yx δδ , . Přetvoření desky v blízkém okolí bodu dotyku lépe vyhovuje
vyjádření vnějšího spojitého zatížení ve tvaru rotačního paraboloidu
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přičemž poloměr c kružnice dotykové deformace měnící se v průběhu rázu je určen vztahem
(4). V takovém případě je parametr [4]
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kde 22
mnnm βαγ += a J2(γnmc) je Besselova funkce prvního druhu, druhého řádu pro

argument (γnmc).

Jmenovatel zlomku ve vztahu (10) s ohledem na (9)
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V řešeném případě prostě uložené desky je vertikální posuv
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Vertikální posuv v místě rázu x = xF, y = yF
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Dosazením vztahů (2), (5) a (14a) do rovnice (1) se po úpravě, za předpokladu stejnoměrné
konvergence všech řad, které tyto výrazy obsahují, získá nelineární integrální Volterrova
rovnice II. druhu pro výpočet rázové síly F(t)
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Řešení integrální rovnice (15) nelze provést pomocí integrální transformace a není známa
ani jiná metoda analytického řešení. Pro přibližné řešení integrální rovnice byla použita
vlastní numerická metoda : v časových intervalech ∆t, tj. τ v intervalu

( ) titi ∆−=− 11  ≤ τ ≤ itti =∆

je vhodné hledanou funkci F(t) je vhodné aproximovat lineární funkcí, určenou hodnotami
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Jestliže platí FN = F(t=N∆t), pak po dosazení vztahu (16a) do integrální rovnice (15) se po
úpravě získá nelineární rovnice pro FN
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tj. druhý a třetí člen ve vztahu (18b), pro a pro N ≥ 2 jsou pro N = 1 rovny nule, neboť do
příchodu odražené vlny je možno dotyk obou těles považovat za dotyk dvou poloprostorů,
posuv dotykového bodu je určen jen dotykovou deformací, tzn. časový interval pro
numerickou integraci je nutno volit v rozsahu
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Při volbě lineární funkce aproximující funkci F(t) v krátkých časových intervalech t∆ je
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kde funkce )( τ−∆tNK  je dána vztahem (16a) . Řešením nelineární integrální rovnice (15),
resp.  nelineární algebraické rovnice (17) se určí hodnota rázové síly FN na konci intervalu
t = N∆t a tím je možno provést výpočet hodnot složek posuvů, rychlostí a napětí v průběhu
rázu, tj. pro FN ≥ 0 i v čase následujícím po ukončení působení rázové síly [3].

Dále jsou uvedeny vztahy pro výpočet veličin potřebných pro analýzu procesu přetváření
volně podepřené desky v čase t = N∆t pro ortotropní desku. Pro izotropní desku viz rovnice
(6) platí
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Tento příspěvek navazuje na některé studie vypracované s podporou grantového projektu
GAČR č. 101/00/0674 a GA AVČR reg. Č. A2076001.

Pro posouzení výsledků uvedeného řešení se předpokládá řešení metodou konečných
prvků, analytické řešení pro 3D a experimentální řešení problému rázu v soustavě jedno a
dvourozměrných těles.
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