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Summary:  This paper describes a sensitivity analysis and spectral tuning 
method of selected design parameters of the large rotating systems. The method is 
based on the system decomposition into subsystems – rotor and stator – joined by 
discrete couplings – bearings and a transmission belt. The reduced conservative 
mathematical model of rotating systems including the effects of gyroscopic forces 
is assembled by means of the lower mode of the mutually uncoupled undamped 
subsystems with respect to the coupling properties. The method is applied for the 
sensitivity analysis and spectral tuning of the centrifugal fan. 

 
 
1. Úvod 
 

P
�
i navrhování rotorových soustav je nejd� ležit� jší zajistit provoz v dostate� né vzdálenosti od 

kritických otá� ek. Ty jsou ovlivn� ny zejména ohybovou tuhostí rotor� , jejich gyroskopickými 
ú� inky, vazbami se statorem a modálními veli� inami statoru. Jestliže nap

�
. z  Campbellova 

diagramu (Krämer, 1993) zjistíme blízkost provozních otá� ek rotoru ke kritickým, je nutné 
dodate� né spektrální p

�
elad� ní zm� nou vybraných ladicích parametr�  [ ]jp=p . Spektrální 

lad� ní nerotujících konstrukcí vychází z konzervativního modelu  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0qpKqpM =+ tt��  . (1) 
 

U rozsáhlých rotorových soustav p
�
i respektování shora uvedených vliv�  je nutné vycházet 

z kondenzovaného konzervativního modelu systému p
�
i provozní úhlové rychlosti ω . 

 
 
2. Kondenzovaný konzervativní model rotorové soustavy 
 

Východiskem pro citlivostní analýzu a následné spektrální lad� ní je konzervativní model 
rotorové soustavy dekomponovaný na subsystémy R (rotor) a S (stator) a kondenzovaný nap

�
. 

z 510~n  na 210~m  stup� �  volnosti. M� žeme jej zapsat v parametrickém tvaru 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0xVKV�xGx =+++ ttt C
T

��� ω  , (2) 
 

kde matice jsou závislé na parametrech rotoru Rp , statoru Sp  a vazeb Cp . Jeho sou
�
adnice 

( ) ( ) ( )[ ]TT
S

T
R ttt xxx ,= , tzv. hlavní modální sou

�
adnice o po� tu Rm  resp. Sm  rozpojených 
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subsystém� , jsou se zobecn� nými sou
�
adnicemi subsystém�  ( ) ( )tt SR qq ,  dimenze Rn  resp. 

Sn  vázány modálními transformacemi (Zeman, 1994) 
 

 ( ) ( ) ( ) SRstt sss
m

s ,, == xpVq  , (3) 
 

kde ( ) ss mn
ss

m R ,=pV  jsou modální submatice rozpojených a nerotujících subsystém�  

vyhovující podmínkám ortonormality 
 

 s
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Matice gyroskopických ú� ink�  
�
ádu m 
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  (4) 

 

a matice ( ){ } SRSR
mn

ss
m mmmnnnRdiag +=+=∈= ,,,pVV  jsou blokov�  diagonální a 

matice ( ){ } mm
ss

m Rdiag ,∈= p��  je diagonální. Matice tuhosti vazeb ( )CC pK  závisí na 

parametrech vazeb mezi subsystémy R a S. Model (2) rozší
�
íme o identitu 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0xVKV�xVKV� =+−+ tt C
T

C
T

��   (5) 
 

a zavedeme stavový vektor dimenze 2m 

 ( ) ( )
( )��
�

�
�

�
=

t

t
t

x

x
u

�
 . (6) 

 

Kondenzovaný konzervativní model rotorové soustavy m� žeme p
�
epsat do stavového 

prostoru (Géradin & Rixen, 1997) 
 ( ) ( ) ( ) 0uBuA =+ tt ω�  (7) 
 

se symetrickou maticí A a antisymetrickou maticí ( )ωB , p
�
i � emž 
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3. Citlivost a lad�ní vlastních frekvencí 
 

Znalost citlivosti vlastních frekvencí νΩ  na parametrech systému a provozní úhlové rychlosti 

rotoru je klí� ová pro lad� ní rotorové soustavy. � ešením problému vlastních hodnot 
kondenzovaného modelu (7) vypo� ítáme ryze imaginární vlastní � ísla ννλ Ω= i  a 

ννλ Ω−=+ im , m...,,2,1=ν  a jim p
�
i

�
azené komplexní vlastní vektory νu . Tyto modální 

veli� iny rotorové soustavy spl� ují rovnici (argument ω  u B vypouštíme) 
 
 [ ] m2...,,2,1, ==+ νλ νν 0uBA  (8) 
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a podmínky ortogonality 
 
 ( ) { }mjijijjj

H
ijijj

H
i 2...,,2,1,,, ,, ∈−== δαλωδα uBuuAu  , (9) 

 
kde j

H
jj uAu=α  je reálné � íslo a ji ,δ  je Kronecker� v symbol. 

P
�
edpokládejme, že matice ( )ωBA,  jsou funkcí vektoru parametr�  [ ]jp=p . Parciální 

derivací rovnice (8) podle parametru jp  a poté pronásobením hermitovsky sdruženým 

vlastním vektorem H
νu  zleva dostaneme 

 

 ( ) 0
u

BAuu
AB

uuAu =
∂
∂

++
�
�

�

	






�

�

∂
∂+

∂
∂+

∂
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j

H

jj

HH

j pppp
ν

ννννννν
ν λλλ

. (10) 

  
Vzhledem k symetrické matici A a antisymetrické matici B adjungovanému problému 

vlastních hodnot 
 ( ) 0uBA =+ ∗

ννλ T  (11) 

 
vyhovuje komplexn�  sdružený pravostranný vlastní vektor, ∗νu  k νu . Transponováním 

rovnice (11) dostaneme 
 
 ( ) 0BAu =+νν λH   

 
a tudíž z rovnice (10) a pro ννλ Ω= i  vyplývá 
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Výraz (12) vyjad

�
uje citlivost vlastní frekvence rotorové soustavy p

�
i dané úhlové 

rychlosti ω  rotoru. Lze dokázat, že platí 
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kde { } { }νννν uuuu Im,Re ==  a tudíž citlivost v (12) je reálné � íslo. 

 P
�
i zkoumání citlivosti vlastních frekvencí na zm� nu parametr�  o r� zných jednotkách 

je ú� elné definovat relativní citlivosti 
 

 m
p

pp
j

jj

...,,2,1, =
Ω∂

Ω∂
=

∂
Ω∂ ν

ν

νν  ,  ...,2,1=j  (13) 

 
a podle jejich velikosti vybírat parametry pro lad� ní. P

�
elad� ní je chápáno jako optimaliza� ní 

úloha s cílovou funkcí typu 
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 ( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

�

Ω
+Ω=

ν ν
ννν ω

ωψ
,

1
,

p
pp ba  , (14) 

 
kde váhové koeficienty νa  jsou p

�
i

�
azeny vlastním frekvencím p

�
ela� ovaným k nižším 

hodnotám a naopak νb  k vyšším hodnotám. 

 
 
4. Aplika�ní p�íklad 
 

Nov�  vyvinutou metodu citlivostní analýzy a spektrálního lad� ní jsme testovali na p
�
íklad�  

rotoru (R)  ventilátoru (obr. 1) zatím za p
�
edpokladu tuhé sk

�
ín�  (S). Rotor je uložen v uzlech 

5 a 10 v anizotropních ložiskách o axiální tuhosti ( )
lx

l
x kkk =  a radiálních tuhostech lk  ve 

vertikálním a ( )
lz

l
z kkk =  v horizontálním sm� ru. S 

�
emenicí na hnacím h

�
ídeli motoru je 

rotor vázán 
�
emenovým p

�
evodem o tuhostech 

�
emen�  RPk  v obou v� tvích. Ob� žné kolo (K) 

ventilátoru je pružn�  uložené k h
�
ídeli. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Obr. 1   Schema ventilátoru 

 
Za uvedených p

�
edpoklad�  konzervativní matematický model rotoru má tvar 

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 0qKKKqGqM =++++ ttt RRPLRRRRR ��� ω  , (15) 
 
kde  RRR KGM ,,   jsou matice hmotnosti, gyroskopických ú� ink�  a tuhosti rotoru bez vazeb 

s rámem a LK  resp. RPK  jsou matice ložiskových vazeb a vazeb 
�
emenovým p

�
evodem. Lze 

je vyjád
�
it ve tvaru 
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Lokalizace matic  lK  a  prK  v maticích LK  a RPK  je dána pozicí sou

�
adnic uzl�  5, 10 a 12 

(obr. 1) ve vektoru zobecn� ných sou
�
adnic Rq . 

Campbell� v diagram rotoru ventilátoru pro rozsah jeho otá� ek za minutu 5000,0∈n  je 

znázorn� n na obr. 2. nejnižší vlastní frekvence, odpovídající torzním kmit� m rotoru, nezávisí 
na jeho otá� kách. kritické otá� ky rotoru jsou dány  pr� se� íky náb� hové p

�
ímky (vyzna� ené 

� erchovan� ) s � arami ( )nνΩ . 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Obr. 2   Campbell� v diagram rotoru ventilátoru 
 
Relativní citlivosti prvních devíti vlastních frekvencí subsystému R vzhledem k pr� m� r� m 

12...,,2,1, =eDe  rotorových prvk�  (mezi uzly vyzna� enými na obr. 1) jsou znázorn� ny na 

obr. 3a (pro 0=n ) a 3b (pro min/2000otn = ) . Z obrázk�  je z
�
ejmá velká citlivost 2., 4., 5. 

a 7. vlastní frekvence na zm� nu pr� m� r�  rotorových prvk�  nejbližších k ob� žnému kolu a 
výrazná zm� na citlivosti v d� sledku gyroskopických ú� ink�  zejména u 3. vlastní frekvence. 
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a ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) 
 Obr. 3    Citlivost vlastních frekvencí rotoru ventilátoru na zm� nu pr� m� r�  rotorových 

prvk�  p
�
i otá� kách rotoru 0=n  (a) a min/2000otn = (b) 
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Relativní citlivosti týchž vlastních frekvencí vzhledem k tuhostem ložisek 105 , kk , tuhosti 
�
emen�  RPk  a hmotnosti m kotou� e (ob� žného kola) p

�
i zachovaném pom� ru jeho moment�  

setrva� nosti k hmotnosti mImI /,/ 0  jsou znázorn� ny na obr. 4a (pro 0=n ) a 4b (pro 

2000=n ). Na citlivost 1. vlastní frekvence má dominantní vliv hmotnost kotou� e a tuhost �
emen� . Zm� nou hmotnosti kotou� e lze též výrazn�  ovlivnit vlastní frekvence 2Ω  až  6Ω . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) 
 

Obr. 4   Citlivost vlastních frekvencí rotoru ventilátoru na zm� nu tuhosti ložisek, 
�
emene  

a hmotnosti kotou� e p
�
i otá� kách rotoru 0=n  (a) a min/2000otn = (b) 
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Pro ilustraci uve� me úlohu p
�
elad� ní rotoru ventilátoru, který má provozní otá� ky 

min/1500otnp = , nacházející se blízko nad kritickými otá� kami min/12472 otn = . 

Cílovou funkci formulujme v souladu s výrazem (14) ve tvaru 
 

( ) ( )
30

,,2
p

pp

nπ
ωωψ =Ω= pp  

 
s cílem oddálit provozní stav kritickému. Z analýzy citlivosti vyplývá, že za optimaliza� ní 

parametry bude ú� elné vybrat pom� rné hodnoty pr� m� r�  ( ) ( )0
3

3
20

2

2
1 ,

D

D
p

D

D
p ==  a pom� rnou 

hmotnost kotou� e ( )03
m

m
p =  vzhledem k hodnotám na startu. P

�
ípustnou oblast definujme 

množinou 

02,1;8,0 pp ∈  

 
p

�
i startovacím vektoru parametr�   [ ] T1110 =p . Výsledkem minimalizace cílové funkce 

jsou kritické otá� ky min/9882 otn = dosažené p
�
i vektoru optimaliza� ních parametr�  

[ ] T2,1094,18,0=p . 
 
 
5. Záv�r 
 

Metoda umož� uje analyzovat citlivost vlastních frekvencí a spektráln�  ladit rozsáhlé rotorové 
soustavy p

�
i libovolných otá� kách rotoru. Je založena na dekompozici soustavy na rotující 

subsystém (rotor) s výraznými gyroskopickými ú� inky a nerotující subsystém (stator). Oba 
subsystémy jsou provázány diskretizovanými vazbami. Vektory zobecn� ných sou

�
adnic 

navzájem rozpojených subsystém�  jsou transformovány svými modálními maticemi 
(submaticemi) p

�
i nulových otá� kách rotoru. Východiskem analýzy citlivosti vlastních 

frekvencí a spektrálního lad� ní je kondenzovaný konzervativní model soustavy ve stavovém 
prostoru. Parametrizovaný model rotoru umož� uje analytické vyjád

�
ení citlivosti vlastních 

frekvencí vzhledem k jeho návrhovým parametr� m na základ�  modálních veli� in 
kondenzovaného modelu soustavy p

�
i libovolných otá� kách rotoru. Metodika je 

algoritmizována a testována na reálné soustav�  ventilátoru. 
 
 

P
�
ísp� vek byl vypracován v rámci výzkumného zám� ru MSM 235200003 MŠMT, �

ešeném na kated
�
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