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Summary: The paper presents firstly a review of the most important method of 

stability calculation for machining process. Based on this, the evaluation of stable

depth limits is provided next. Finaly, a new approach to the process stability 

condition is delt with, concidering a proportionality coeficient in complex form as

well as its influance on machine tool performance.

1. Úvod 

Nestabilním procesem obráb ní se rozumí stav, kdy za jistých podmínek vznikne mezi
nástrojem a obrobkem samobuzené chv ní. Za této situace nelze obráb t a je t eba zm nit
ezné podmínky tak, aby se proces stabilizoval. Jelikož je asto nutné snížit ezný výkon 

stroje, považuje se sklon stroj  k nestabilit  za závažný negativní jev a hledají se neustále
metody vedoucí k jeho odstran ní. V tšinou však lze pouze snížit náchylnost soustavy ke 
vzniku samobuzeného chv ní, nikoli ji zcela odstranit. Obecn  je ke k tomu nutné udržet 
statickou a dynamickou tuhost stroje, nástroje a obrobku na dostate né úrovni. Existují však 
také metody, které umož ují odstranit nestabilitu obráb ní p i sou asném zvýšení ezného
výkonu. Mechanismus a p í iny vzniku nestability i klasický výpo et meze stability jsou
formulovali J. Tlustý, L. Špa ek (1963).

  Ke stálé ezné síle p ibude na a nad mezí stability periodicky prom nlivá složka, jejíž 
velikost je úm rná modula ní výchylce podle tzv. vazbového koeficientu Rb, který se 
v klasické teorii p edpokládá reálný. Tobias a Polá ek (1965) však prokázali, že vazbový 
koeficient je, p esn  vzato, komplexní a frekven n  závislý. Jestliže považujeme vazbový 
koeficient za sou ást p enosu ezného procesu, znamená to, že mezi vstupním budícím
signálem ezného procesu a výstupem – eznou silou, existuje asové zpožd ní. V tomto
p ísp vku ukážeme teoreticky jak tato skute nost pozm ní výpo et a meze stability i samotné
hodnoty meze stability. Budeme se rovn ž zabývat možnostmi využití komplexity vazbového
koeficientu pro zvýšení výkonnosti obráb ní.

2. Podmínka stability s reálným koeficientem vazby 

Výpo et stability byl publikován v roce 1963, (Tlustý, Špa ek, Polá ek, Tobias) a mnohokrát 
ješt  pozd ji nap . Tlustý ve svých st žejních publikacích (1985 a 1999). Pro odvození 
podmínky stability platí schéma na Obr. 1. Mechanická konstrukce stroje je na obrázku
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znázorn na nástrojem s obrobkem a jejich spojením. Vzájemná ( ezná) rychlost nástroje a 
obrobku je ozna ena vektorem v.

Stroj charakterizují dynamicky jeho tvary kmit , jejichž relativní výchylky mezi nástrojem a 
obrobkem jsou nap . ve sm rech Xk, Xj nato ených v i normále o úhly j k, obecn  o . P i
prvním ezu nástroje vyvolají složky ezné síly, spadající do sm ru tvar  vlastní kmitání,
které se ve sm ru normály k obráb nému povrchu projeví jako Y0 (t). Nazveme je „vlnitost
povrchu“. V následném ezu kmitá stroj kmity Y(t), které op t po ítáme orientovány do sm ru
normály. Kmitání stroje a vlnitost obrobeného povrchu mají amplitudy Y a Y0 a jsou vzájemn
posunuta o fázi  . Proti normále má ezná síla F úhel .
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Obr. 1 Odvození podmínky stability

Prom nlivou složku ezné síly m žeme dle Tlustého vyjád it vztahem:
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Pro výchylku kmitání nástroje platí vztah

)(. fFY           (2)

Rozdíl amplitud vlnitosti a kmit  stroje vyjad uje variace hloubky t ísky. O koeficientu R

p edpokládáme, že jeho hodnota záleží hlavn  na obráb ném materiálu a m že být korigována 
eznými podmínkami, zejména geometrií nástroje. Záleží i na opot ebení nástroje. Koeficient

odpovídá m rné ezné síle Ks, ili platí R=Ks. Ší ka t ísky je v teorii stability ozna ena b a
odpovídá axiální hloubce t ísky ozna ované asto ap Dále o koeficientu R zatím
p edpokládáme, že je reálný, tj. že mezi eznou silou F a tlouš kou t ísky (Y0-Y), není fázový 
posuv a velikost síly není závislá na frekvenci kmitání. Funkce (f) je komplexní, p í ná,
receptance (p í ný p enos, cross-receptance) této kmitavé struktury, platná pro ur itý daný 
bod p sobišt  síly F. P edpokládáme-li, že známe sm ry rozhodujících tvar  kmit  i sm r
ezné síly a normály, m žeme v dalších úvahách pracovat pouze s orientovanou poddajností 

o(f), tj. s poddajností systému ve sm ru normály k obráb nému povrchu. Index „o“ pro 
jednoduchost zápisu vynecháme. Vylou íme nejprve sílu z rovnic (1) a (2) a použijeme
podmínku stability ve tvaru 
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což vyjad uje požadavek, aby se amplituda kmit  v následujících ezech nem nila, ili aby
systém setrval p esn  na mezi stability. Dalšími algebraickými úpravami dostáváme rovnost 
absolutních hodnot dvou komplexních funkcí. 
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Z rovnice plyne podmínka rovnosti reálných ástí obou funkcí 
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p i emž rovnost imaginárních ástí je evidentní. Pro znaménko plus vede výpo et na
nekone né velkou ší ku t ísky b. Pro znaménko minus dostaneme kone ný tvar podmínky
stability:
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nebo pro hloubku t ísky na mezi stability vztah 
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Obráb ní bude stabilní pouze v p ípad , že

neg

mez
fRG

b
)(2

1
         (6)

3800 Hz

G(3800)neg
Gneg, min

fkrit=3585 Hz 
Dominantní
tvar, f =351
Hz

Obr. 2 Grafický ode et Gmin v reálné charakteristice jednoho dominantního a sou asn  kritického 
tvaru kmit , Gv(f)



  Protože hloubka t ísky b je íslo kladné, m že být podmínka (6) spln na pouze pro záporné 
hodnoty G(f). Proto je funkce G(f) ozna ena indexem „neg“. Na Obr. 2 vidíme p íklad G(f).
Rovnice (6) m že být spln na pro všechny hodnoty G(f) od vlastní frekvence 3511Hz výše. 
Pro f=fv a f blížící se  roste ší ka t ísky nade všechny meze. Podíváme-li se na tvar reálné 
charakteristiky vidíme, že k ivka klesá od hodnoty vlastní frekvence se stoupající budící 
frekvencí velmi rychle na záporné minimum, jehož hodnotu nazveme kritickou hodnotou. Té 
odpovídá i kritická frekvence fv+ =fkrit [Hz]. Vztah (6) je pak spln n pro minimum funkce
G(f)neg, min a p íslušná ší ka t ísky je minimální ze všech možných. Ozna íme ji bkrit . Platí 
tedy:
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kde z je po et zub  nástroje p ípad , že v záb ru je více než jeden zub, nap . n kdy u frézy. 
Je-li p i obráb ní zvolená hloubka t ísky v tší než bmez, bude se amplituda Y velmi rychle 
zv tšovat. Díky nelinearitám v systému se ustálí na ur ité hodnot . Samobuzené kmity
nevzniknou, zvolíme-li ší ku menší než mezní. Díky p edpokladu reálného R, m že být 
podmínka stability Y/Y0=1 vyjád ena pouze reálnou ástí komplexní p í né receptance

)( .

3. Podmínka stability s komplexním koeficientem vazby

Tobias a další auto i (1965), uvažovali komplexní koeficient vazby R ve tvaru:
)(. fjerR ,           (9)

kde (f) je frekven n  závislá fáze mezi silou a modula ní výchylkou a r je absolutní hodnota 
této komplexní funkce pro každé f. P edpokládejme stejný vztah (1) pro variabilní složku 
ezné síly. Podmínku stability vyjád íme tentokrát v komplexním tvaru:

jeYY .0 .           (10)

kde pro velikosti vektor  (amplitudy vln) stále platí vztah (3). Dosazením (9) do (1)
dostaneme:
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což dále upravíme na 
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  Tento výsledek nazveme „komplexní rozdílový vektor“ (  - 0). V dalších úvahách 
budeme pracovat pouze s rozdílovým vektorem. P ináší to jisté výhody oproti klasickému
p ístupu prost ednictvím Gmin. K  výpo tu stability je nutné znát fázový úhel , jehož m ení
není jednoduché, protože se musí provád t p i obráb ní. Proto se tento postup v praxi zatím 
neujal a v tšinou se k výpo t m používá reálného p enosu. Nové experimentální možnosti 
mohou tuto situaci zm nit.



4. Komplexní podmínka stability podle Tlustého-Polá ka

Podmínku stability s uvažováním komplexity vazbového koeficientu R m žeme podle
Tlustého a Polá ka (1963) odvodit také kvadraturou rovnosti dvou komplexních vektor .
Periodickou složku ezné síly p edpokládáme ve stejném tvaru (11) jako Tobias. Odezva 
systému stroje na prom nlivou složku ezné síly F bude: 
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Podmínka pro stabilitu systému je op t (3). S pomocí  rovnic (11) a (13) m žeme nyní
vyjád it podmínku stability takto 
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z toho plyne rovnost absolutních hodnot komplexních ísel:
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Povýšením této rovnice na druhou p evedeme celý problém do oblasti reálných ísel.
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Dostaneme:
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ešení této rovnice pro 1/rb=0 nemá smysl. Druhé ešení je 
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kde G je suma Gv a H suma Hv .

Z toho pro mez stability b(f) dostáváme:
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Protože b je kladná hodnota, je rovnice spln na pro negativní hodnoty jmenovatele.

0sin.cos. HG .

Jelikož i goniometrické funkce dávají kladné hodnoty v uvažovaném rozsahu frekvencí a 
jemu odpovídajícím úhl m >0, má rovnice (17) smysl pro sin.cos. HG , nebo

bmez>0.



5. Diskuse výsledk

Podívejme se nejprve na Tobiasovu hypotézu a pokusme se vyjád it citlivost podmínky
stability na komplexitu vazbového koeficientu v širším frekven ním rozsahu. Vzhledem 
k tomu, že platí podmínka (3), bude rovnice (12) spln na tehdy, když nositelka rozdílového 
vektoru svírající s reálnou osou úhel - , protne kružnici o polom ru | | se st edem v po átku.
Viz Obr. 3. Rovnici (12) znázorníme v komplexní rovin  tak, že pro ur itou frekvenci 
vyneseme receptanci (f). Nositelka bude nato ena proti hodinám (CCW) o úhel -  vzhledem
k reálné ose, protože vektor (Y – Y0) p edbíhá sílu, která leží v +Re. Rozdílový vektor má
velikost 1/rb. Úkolem je nalézt maximální velikost rozdílového vektoru, které bude odpovídat 
minimální hloubka t ísky na mezi stability, tedy kritická hloubka. Sou asn  se zjistí frekvence
chv ní.
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Obr. 3 Vektorový výpo et stability v komplexní rovin  s komplexním koeficientem vazby.
Vpravo:výpo et na modelu kmitavé soustavy.

Podle (18) je velikost komplexního rozdílového vektoru v tší než velikost reálného vektoru. 
P vodní úhel mezi vektory (  - 0)

Real je . Nyní je tento fázový úhel ( -2 ), protože úhel 
sev ený mezi vektory se zv tší práv  o 2 , jak plyne z obrázku vpravo. Za podmínek (9) až 
(11) je z geometrie obrázku z ejmé, že pro velikost vektoru platí: 
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Mez stability vyjád ená z tohoto vztahu tedy je 
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Absolutní hodnotu zavádíme proto, že jmenovatel je v uvažovaném rozsahu fáze  =0°až 
180° negativní. Díky fázi mezi silou a prom nlivou hloubkou t ísky závisí nyní bmez na reálné 
i imaginární ásti p í ného frekven ního p enosu stroje. Všechny prom nné jsou však reálné 
funkce frekvence chv ní. Pro =0, tj. r reálné, p echází vzorec na tvar (6).

  K vyhledání maximální délky rozdílového vektoru (minimální hodnoty bmez) použijeme
numerické simulace na modálním modelu soustruhu, jehož parametry byly zvoleny. V praxi
se model sestavuje dle nam ených modálních parametr . Fázi (f) p edpokládáme podle
Tobiase v rozsahu (–5°až 40°). Pr b h meze stability je na Obr. 4. Hledaný nejdelší rozdílový
vektor p ísluší frekvenci 105Hz. To znamená, že s touto frekvencí se objeví samobuzené 
kmity. Kritická axiální hloubka t ísky je 2,67mm.

Obr. 4 Mez stability podle Tobiase. Kritická mezní t íska bkrit=2,67mm/105Hz. Konfigurace modelu:
vlastní frekvence 100 Hz a 110Hz, sm r síly 71,5°.

Abychom dokázali tvrzení (18), totiž že mez stability poklesne když bude koeficient vazby
komplexní, musíme ješt  tento výsledek porovnat s mezní t ískou p i reálném koeficientu 
vazby pro daný model a jeho konfiguraci. Na Obr. 5 vidíme výsledek srovnávacího výpo tu
pro dv  sm rové orientace. Sm rové faktory se liší odklonem síly od normály, která má sm r
osy y, protože se jedná o soustružení stranovým nožem. Naho e je p ípad, kdy odklon síly byl 
71,5°. Dole je síla odklon na jen o 20°. Vlevo jsou komplexní p enosy pro reálný koeficient 
vazby R. Výsledky v grafech potvrzují teoretické snížení meze stability podle hypotézy
Tobiase a to zejména v oblasti nízkých frekvencí. V okolí minima není rozdíl prakticky 
žádný. Jen malý vliv má sm rová orientace síly, která ovliv uje hlavn  frekvenci, p i které
chv ní nastane, danou extrémem G-p enosu.



Obr. 5 Mez stability pro komplexní R podle Tobiase ve srovnání s reálným koeficientem (Tlustý-
Polá ek). Hodnoty kritických t ísek: naho e „reál“=2,76mm, „komplex“=2,68mm. Dole „reál“=3,4mm,
„komplex“=3,0mm.

Graf meze stability podle Tlustého a Polá ka vidíme na Obr. 6. Je použit stejný model jako 
v p edchozím p ípad  se sm rem síly 71,5°. 

Obr. 6 Mez stability podle Tlustého-Polá ka (komplexní R) 

Kritická hodnota mezní t ísky je u daného modelu prakticky stejná s k ivkou s reálným R.
Tentokrát je p i vyšších frekvencích stabilita nižší. Zna ný vliv na zvýšení meze stability má 
komplexní vazbový koeficient v oblasti nízkých frekvencí.

  Ob  hypotézy pouvažují p enos mechanické struktury stroje za neprom nný ve smyslu
p sobení fáze . Pokusme se nastínit jiný pohled na vektorovou rovnici s rozdílovým
vektorem. Použijeme stejný tvar koeficientu vazby jako Tobias i Tlustý a napíšeme p enos
ezného procesu s vazbovým koeficientem rovným Ks, což je m rná ezná síla a reálná 

hodnota.
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  Rovnice vyjad uje p edpoklad, že modulovaná síla se opož uje za (modula ní) výchylkou, 
tj. za zm nou hloubky t ísky o fázový úhle . Podmínku stability zachováme v komplexním
tvaru:

jeYY .0 , p i emž platí 0YY .        (23)

To znamená, že vlnitost má na mezi stability stejnou amplitudu jako kmity nástroje a jejich 
vzájemná fáze je . Dosazením (23) do (22) dostaneme pro modulovanou sílu 
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což postupným d lením Rb a F upravíme na kone ný vztah: 
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  Tato rovnice zd raz uje, že oba vektory, vektor „vlnitosti“ 0 i vektor„kmit “ , jsou
modifikovány stejným vektorem ej (f) závislým na vzájemné fázi budící síly a prom nlivé
hloubky t ísky. (viz Obr. 7). Zd raz ujeme, že oba vektory mají stejnou frekvenci. Vektor 

(f) je nato en o jistý úhel (f). Protože se o stejný úhel a ve stejném smyslu se nato í i 
vektor 0(f), zachovává se délka rozdílového vektoru 0(f)- (f) v modifikovaných
sou adnicích. Platí: 

)(2)()( modmod00 fGff       (26)

  Vypo t me sou adnice konce modifikovaného p enosu v p vodních sou adnicích Re, Im
ležícího v kvadrantu, kde ob  sou adnice jsou záporné. 
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Nezávisle byl shora podle Tlustého-Polá ka odvozen vzorec (17). Jeho porovnáním s
rovnicí (27) vidíme, že len jmenovatele (G.cos -H.sin ) je reálná sou adnice
modifikovaného p enosu mod. Mez stability je tedy dána dvojnásobkem reálné sou adnice
p enosu (f) modifikovaného fází . Velikost sou adnice lze odvodit i z geometrických 
vztah  v Obr. 7 jak je nazna eno kótami G.cos  a H.sin . Pro hloubku t ísky na mezi stability
podle toho platí: 
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kde jsme Gmod ozna ili ješt  indexem „neg“ na znamení, že vztah má smysl pouze pro 
záporné sou adnice.

  V rovnici (25) jsou Ks i b reálná ísla. Stejn  jako u reálného koeficientu vazby, bude 
rozdílový vektor reálný pouze v p ípad , že úhel sev ený vektory 0(f) a (f) bude p len
imaginární osou. To je spln no v modifikovaném sou adném systému a pravá strana rovnice 
je pak reálná. Viz Obr. 7. Vektor modmod0  je rovnob žný s nato enou reálnou osou. 

Reálné íslo (1/ .b) je velikost modifikovaného rozdílového vektoru. ili, m žeme psát 

také:
sK



Obr. 7 Modifikace komplexního p enosu. P íklad modifikace p enosu systému se dv ma stupni
volnosti a násobnými vlastními frekvencemi.

)(
0 )).()((

.

1 fj

s

eff
bK

       (29)

Velikost rozdílového vektoru je dána absolutní hodnotou rozdílu modifikovaných vektor
poddajností pro každou budící frekvenci. Tento rozdíl ovliv uje pouze vzájemná fáze t chto
vektor , resp.  a nikoliv fáze (f). P enosy stroje  a 0 jsou pooto eny v komplexní
rovin  o stejný úhel (f), protože mají stejnou frekvenci. Protože reálné ani imaginární ásti
t chto p enos  již nejsou v p vodních sou adnicích stejné, není jejich rozdíl reálné, ale 
komplexní íslo, navíc frekven n  závislé. Pro toto íslo pak platí úprava rovnice (12),
Tobias v tvar:
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  Známe–li funkce (f) a (f) vypo teme hledané hodnoty bmez na mezi stability p ímo z (28). 
Za vazbový koeficient dosadíme hodnotu m rné ezné síly Ks. Obráb ní bude stabilní, pokud 
bude zvolena hloubka t ísky dle nerovnosti:
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kde p enosy G a H jsou op t mín ny jako sou tové receptance orientované do zvoleného
sm ru. Hodnoty G a H zde dosazujeme se znaménky tak, jak je teme z charakteristik. Fázi 
p edpokládáme rovnom rn  závislou na frekvenci. Použijeme-li Nyquistovy podmínky pro 
mez stability je p enos otev ené smy ky

1..).1.( beKe j

s

j . (32)

Pro rozdílový vektor dostáváme stejný vztah jako (30). 



Obr. 8 Modifikace komplexního p enosu a
reálných charakteristik jednotkovým
vektorem ej .

6. Záv r

Uvažováním komplexního vazbového koeficientu zavedeme do vztahu pro mez stability 
imaginární složku p enosu stroje. Úrove  stability nyní již nezáleží pouze na G-p enosu, ale 
na rozdílu G- a H-p enos , resp. jejich pr m t . To znamená, že mezní t íska modifikovaného
p enosu m že být vyšší oproti p enosu nemodifikovanému. Zvýšení záleží na fázovém úhlu 



a na imaginární ásti p enosu H a na jejich vztahu k G-p enosu, jakož i na budící frekvenci, 
resp. otá kách nástroje. Tato teoreticky zjišt ná skute nost se opírá o experimentáln
potvrzenou existenci fázového posunutí .

  Na základ  p edchozích úvah a výpo t  je možné formulovat tuto hypotézu: mez stability a 
tedy i výkonnost stroje by bylo možné zvýšit nuceným zavedením fázového zpožd ní
periodické složky ezné síly a její modula ní výchylky. 
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