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Summary:  The point of contribution consists in the analysis of linear and 
nonlinear damping influence on the dynamic properties of the specific case of 
pseudoplanetary system with split power flow, i.e. the kinematic pair of gear 
wheels with six degrees of freedom. The damping is considered linear and 
nonlinear - cubic, namely in the gear mesh, i.e. in the normal and inverse mesh. 
The damping in the area of tooth backlash in the course of tooth face contact loss 
and consecutive contact with impact is assumed zero. The results of solution are 
illustrated in 3D space in the form of the phase planes of relative motion in the 
gear mesh in the relation to the given damping.

�. Úvod a formulace úlohy 

Problematika vyšet�ování dynamických jev� ve vysokoparametrických vysokootá�kových 
p�evodových soustavách s ozubenými koly není dosud uspokojiv� vy�ešena. To se týká mj. 
zejména otázek vlivu silných nelinearit neanalytického charakteru, jež jsou vyvolány existencí 
technologických bo�ních zubových v�lí v záb�ru se nacházejícího ozubení. Tyto nelinearity 
ovliv�ují svými rázovými jevy nejen dynamické síly – zatížení ozubení, ale též celou 
tribologickou oblast mazání v záb�ru se nacházejícího ozubení. Každé odlehnutí zubových 
profil� zp�sobuje porušení podmínek teorie hydrodynamického mazání ve složitých 
záb�rových podmínkách valení – smyk profil� ozubení, následkem �ehož m�že viskozní 
mazání p�ejít v mazání polosuché až suché. D�sledek je pak zvýšení teploty mazacího oleje, 
pokles jeho viskozity a snížení únosnosti mazací vrstvy – olejového filmu mezi zubovými 
profily atd. 

Nové, leh�í a výkonn�jší hnací stroje, které jsou více namáhány a využívají dokonaleji 
materiálové vlastnosti, pracují s v�tšími rychlostmi a otá�kami. Tak nap�. spalovací turbíny a�
již jsou používány v letectví, doprav�, �i jako stacionární pohán�cí jednotky, pracují 
s otá�kami v rozsahu až n�kolika desítek tisíc za minutu. Zvyšování otá�ek a výkonu hnacích 
stroj� však sou�asn� znamená i zna�né zvýšení nárok� nap�íklad na p�evodová ústrojí, 
kterými se takové vysoké otá�ky nap�. redukují na otá�ky požadovaného pracovního režimu. 
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Teoretické práce v oblasti dynamiky soustav s kinematickými vazbami – ozubenými koly 
narážejí na zna�né potíže, spo�ívající v prvé �ad� v tom, že není dosud znám p�esný obecný 
náhradní dynamický model, ani u pouhého jednoho páru ozubených kol, který by vystihoval, 
vzhledem k tvarové složitosti díl�ích element�, skute�nost. Dále jsou jen p�ibližn� známy 
n�které funkcionální závislosti vliv�, p�sobících pr�b�žn� p�i �innosti (funkci) ozubeného 
p�evodu, jako nap�. t�ení, tlumení atd. 

P�edm�tem dnešního p�ísp�vku z oblasti vnit�ní dynamiky planetových mechanism�
s d�leným – v�tveným tokem výkonu je, v návaznost na vypracovanou metodiku simula�ního
�ešení [�], [2] dynamických vlastností zvláštních p�ípad� zp�esn�ných matematicko-
fyzikálních model� soustav s d�lenými toky výkon�, viz obr.�, analýza vlivu tlumení v záb�ru
se nacházejícího ozubení na kvalitativní a kvantitativní dynamické chování kinematických 
soustav ozubených kol s rázy v ozubení. 

Obr.� – Náhradní matematicko-fyzikální model páru ozubených kol (b) 
pseudoplanetové soustavy s dvojnásobnými satelity (a), technologická bo�ní zubová
v�le (c), hodnoty Heavisideových funkcí H v oblastech zubového záb�ru s v�lemi (d). 

c) d)



Metodika simula�ní analýzy byla vypracována pro zvláštní p�ípad planetové soustavy 
s d�leným tokem výkonu a s 3====j  dvojnásobnými satelity, viz obr.�a, tj. pro zp�esn�ný 
model elasticky uložené kinematické dvojice s �elním p�ímým ozubením o šesti stupních 
volnosti – obr.�b -  planetové soustavy. 

Pohybové rovnice tohoto náhradního matematicko-fyzikálního modelu, které byly 
odvozeny na základ� Lagrangeovy teorie, vedou na soustavu šesti oby�ejných slab� a siln�
nelineárních diferenciálních rovnic druhého �ádu s �asem prom�nlivými koeficienty [2]. 

Relativní pohyb  
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v záb�ru se nacházejícího ozubení ve sm�ru záb�rové p�ímky vyjad�uje míru dynamického 
zatížení ozubení )t(C)t(yFdyn ==== , tj. sou�in relativního pohybu )t(y  a výsledné tuhostní 

funkce )t(C v záb�ru se nacházejícího ozubení. 

Pohybové rovnice [3] popisují pohyb ve všech t�ech fázích pohybu, tj. v oblasti 
normálního záb�ru, v�le v ozubení )t(s  a v oblasti inverzního záb�ru prost�ednictvím
zavedených Heavisideových funkcí  )y(H  a )sy(H −−−−−−−− , viz obr.�d.

V obr.�.a p�edstavují symboly 31,k  lineární resp. nelineární kubické tlumení jak 

v normálním, tak i inverzním záb�ru ozubení. ( ,kk,kk ,,

33

21
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21 ≡≡≡≡≡≡≡≡ horní index � zna�í

normální záb�r, 2 inverzní záb�r), m,k 31 … lineární resp. nelineární kubické tlumení v zubové 

meze�e – vliv prost�edí. Fyzikální význam dalších zde necitovaných symbol� viz [3].

2. Ukázky analýzy 

Analýza vnit�ní dynamiky pomocí numerické simulace v prost�edí Matlab/Simulink navazuje 
bezprost�edn� na práci [3] a je p�edevším zam��ena, v rámci objektivního popisu podstaty 
analyzované soustavy a jev�, které v ní probíhají, na up�es�ování jednotlivých v modelu se 
vyskytujících parametr�. Týká se zejména problematiky vlivu tlumení resp.  samobuzení jak 
materiálového, tak i tekutého prost�edí mazacího olejového filmu v záb�ru ozubení, na 
mnohotvárnost �i vícezna�nost chování t�chto nelineárních parametrických soustav s v�lemi a 
stanovení zákonitostí jejich pohyb�.

Tlumení �i tlumící síly v mechanických systémech tvo�í významnou složku, která jak 
kvalitativn� tak i kvantitativn� ovliv�uje dynamické chování reálných soustav. Je to souhrn 
nevratných proces�, p�i kterém se �ást mechanické energie ztrácí – rozptyluje. P�i
matematickém modelování se proces tlumení spojuje s p�edstavou ekvivalentní tlumící síly (- 
t�ecí síly), která p�sobí proti smyslu pohybu. P�í�iny existence tzv. disipativního tlumení v 
soustavách lze spat�ovat jednak v materiálových vlastnostech, tj. v mikrostruktu�e materiálu 
dané soustavy a zde pak mluvíme o tzv. vnit�ním tlumení, jednak v charakteru konstruk�ního
– technologického provedení soustavy. V tomto p�ípad� mluvíme o tzv. konstruk�ním
tlumení, které vzniká t�ením v d�sledku vzájemných mikropohyb� – posuv� �ástí k sob�



spojených a které m�že být i teplotn� závislé. A kone�n� lze jako t�etí vliv na tlumení 
jmenovat i vliv prost�edí, ve kterém se ten který daný systém s jistými vlastnostmi nachází. 

Tuto širokou škálu p�í�in vzniku a existence vlastností tlumících sil lze ješt� doplnit o 
složky tzv. nedisipativního tlumení, ke kterým lze �adit nap�. parametrické tlumení vlivem 
parametrických nelinearit, vliv fáze mezi parametrickým a vn�jším nepotenciálním buzením 
apod.

P�esto, že otázkám vlivu tlumení na pohyb v kinematických dvojicích s ozubenými koly v 
obecném slova smyslu je v�nována pozornost již mnoho desetiletí, jsou ve sv�tové literatu�e o 
této významné problematice – zvláš� u nelineárních parametrických soustav – pouze kusé 
nesystematické p�ísp�vky. Jedním z d�vod� je z�ejm� vysoce individuální vliv jednotlivých 
komponent na p�í�iny vzniku tlumení. 

Studie je zam��ena na dynamickou analýzu pohybu soustav 

A) konzervativních, 

B) nekonzervativních  

ve všech fázích pohybu. 

Protože mírou dynamického zatížení v záb�ru se nacházejícího ozubení kinematických 
dvojic je relativní pohyb y , bude vliv materiálového tlumení �i tlumení v olejové vrstv�
zubové mezery analyzován práv� na tomto pohybu. 

Pohyb v záb�ru kinematických dvojic lze obecn� d�lit na 

�)  pohyb   n o r m á l n í ,  kde je relativní pohyb v záb�ru 0>>>>y ,

   2)  pohyb   r á z o v ý,  s pohybem v zubové v�li )t(s , a to 

      a)  s p�edp�tím v ozubení )M,M( 032 ≠≠≠≠ , kde relativní pohyb m�že nabýt 

           hodnot 0>>>>y , 0====y , 0<<<<y ,

      b) bez p�edp�tí )M,M( 032 ====  (nap�. u volnob�hu kol stálého záb�ru)

          s relativním pohybem 0====y ,

      c) pohyb    i n v e r z n í protibok� zubových profil� )t(s|y| >>>> ,

d) pohyb   i n t e r f e r e n � n í ,  kdy dojde k vymezení nap�. zubové v�le se 
    ztrátou   stupn� volnosti (tzv. „zamrznutí“) a zadírání na obou bocích zub�

                      sou�asn�. Je to pohyb havarijní, který nebyl �ešen.

Špi�kové konstrukce sériov� vyráb�ných p�evodových soustav leteckého, 
automobilového �i t�žkých pásových a kolových vozidel obranného pr�myslu se vyzna�ují
tvarov� složitými odlévanými sk�ín�mi. Tato tvarová složitost má za následek r�zné vnit�ní
tlumící vlastnosti, které mohou zna�n� ovliv�ovat dynamické chování celé strukturální 
p�evodové soustavy. Práce se proto zabývá též možným vlivem tlumení na kvalitativní a 
kvantitativní vlastnosti amplitudofrekven�ních charakteristik, tj. dynamické namáhání 
ozubení celé p�evodové struktury. 

Protože problematika tlumení v tak tvarov� složitých �ástech p�evodových systém� není 
dosud jak teoreticky, tak experimentáln� dostate�n� známá, budou následující ukázky �ešení 



provedeny pro širší oblast tlumícího spektra. Totéž platí i pro tekuté tlakov� a teplotn� závislé 
prost�edí olejové mazací vrstvy v záb�ru ozubení. 

Obr. 2 navazuje na analýzu systému nelineární parametrické soustavy s kinematickými 
vazbami v [3]. P�edstavuje fázové roviny relativního pohybu {{{{ }}}})t(y),t('y  v záb�ru ozubení 

v závislosti na lineárním materiálovém tlumení ozubení 1k  p�i normálním záb�ru ozubení, tj. 
bez rázových jev� zp�sobených odskoky zubových profil�. �ervenou barvou je znázorn�n
pr�b�h fázové roviny relativního pohybu s nulovým tlumením v záb�ru ozubení.  S rostoucím 
lineárním tlumením 1k  se zmenšuje dynamické namáhání �ešené soustavy. Nespojitosti 
v pr�b�zích fázových rovin relativního pohybu, patrné z tohoto obrázku a ozna�ené nap�.
body A a B, jsou zp�sobeny st�ídáním (obecn� m  a 1++++m ) pár� zub� v záb�ru, tj. zm�nou
hladiny výsledné tuhostní funkce v záb�ru ozubení z minC  na maxC -  body A – a obrácen� - 

body B. Vzájemné nato�ení t�chto míst nespojitostí je zp�sobeno v�tším fázovým posunutím 
relativního pohybu s rostoucím 1k  v��i parametrické budící funkci, p�edstavované v p�ípad�
normálního záb�ru ozubení výslednou tuhostní funkcí v záb�ru ozubení )t(C .

Obr. 3 p�edstavuje op�t fázové roviny {{{{ }}}})t(y),t('y  relativního pohybu v závislosti na 

nelineárním - kubickém materiálovém tlumení ozubení 3k v normálním záb�ru, tj. 0>>>>)t(y .

V pohybových rovnicích [3] jsou vlivy lineárního a nelineárního materiálového tlumení 
v ozubení dány výrazy )]t('yk)t('yk)[HH( 3

31 221 ++++++++ , kde  Heavisideovy funkce jsou  

Obr. 2 – Fázové roviny {{{{ }}}})t(y),t('y  relativního pohybu )t(y  kinematické soustavy

ozubených kol o šesti stupních volnosti v závislosti na lineárním 1k  materiálovém 

tlumení v záb�ru ozubení; 0313 ============ mm kkk .



)y(HH ≡≡≡≡1  a  )sy(HH −−−−−−−−≡≡≡≡2 . Kvantitativní srovnání fázových rovin se všemi 

nespojitostmi, ozna�enými body A,B, v pr�b�zích  pro 39,537======== 31 kk  je patrné z obr.4a.  

Obr. 3 – Fázové roviny {{{{ }}}})t(y),t('y  relativního pohybu )t(y  kinematické soustavy

ozubených kol o šesti stupních volnosti v závislosti na nelineárním - kubickém 3k

materiálovém tlumení v záb�ru ozubení; 0311 ============ mm kkk .

Obr. 4 -  a) Ukázka srovnání fázových rovin {{{{ }}}})t(y),t('y   relativního pohybu )t(y

pro tlumení 39,537======== 31 kk ; pr�b�hy výsledné tuhosti v záb�ru se nacházejícího 

ozubení )t(C , relativního pohybu ozubení v záb�ru )t(y , jeho první )t('y  a druhé 

)t(''y  derivace v jedné záb�rové period� pro lineární tlumení 1k  - (c) , pro kubické 

tlumení 3k - (b). 



Fyzikální význam bod� nespojitostí A,B a jejich vznik je dán parametrickou tuhostní funkcí 
)t(C , viz též obr.2 a 3. Ukázka kvalitativních pr�b�h� výsledné tuhosti v záb�ru se 

nacházejícího ozubení )t(C , relativního pohybu ozubení v záb�ru )t(y , jeho první )t('y  a 

druhé )t(''y  derivace v jedné záb�rové period� pro lineární tlumení 1k  jsou patrny z obr.4c, 

pro kubické tlumení 3k  z obr.4b.  

Fyzikální jevy uvedené v obr. 2-4 platí pro soustavu z obr.�, která byla frekven�n�
nalad�na na hodnotu 7401 ,c ======== −−−−Ωων , kde �cω  záb�rová frekvence ozubení, �Ω
vlastní frekvence vztažená na st�ední tuhost sC  tuhostní funkce )t(C . Pro toto nalad�ní

vykonává soustava pouze normální, tj. 0>>>>y , záb�r ozubení. P�elad�ním soustavy na 

hodnotu 8701 ,c ======== −−−−Ωων dochází v záb�ru k odlehnutí zubových profil�, k prob�hnutí

zubové v�le a ke styku protilehlých bok� zub� - inverznímu záb�ru. Každé odlehnutí 
zubových profil� je následováno op�tným stykem s rázem, jak je patrné z obr.5.  

Obr.5a a 5b p�edstavují fázové roviny relativního pohybu {{{{ }}}})t(y),t('y  pro r�zné 

intervaly lineárního materiálového tlumení 1k , kde modré pr�b�hy p�edstavují normální 
záb�ry ozubení, zelená barva zna�í pr�let zubovou mezerou a �ervené pr�b�hy pak záb�ry 
inverzní. Obr.5c a 5d tvo�í ortogonální pr�m�ty{{{{ }}}}1k),t(y),t('y  ve sm�ru X a Y, tzn. �ezy 

{{{{ }}}}1k),t(y  resp. {{{{ }}}}1k),t('y . Z nich jsou patrny amplitudové resp. rychlostní skokové p�echody 
vyvolané modifikovanými parametrickými tuhostními funkcemi )HH)(t(C 21++++  [3]. 

Z obrázk� je dále patrný vliv tlumení 1k  na charakter pohybu. S r�stem tlumení 1k  se 
zmenšuje dynamická setrva�ná složka zubových profil�, což zp�sobuje zm�nu podmínek pro 
vznik nejd�íve inverzního záb�ru a vznik odskok� – odlehnutí zubových profil�. Tyto 
podmínky jsou ješt� ovlivn�ny dalšími parametry jako nap�. kubickým tlumením v materiálu, 
lineárním, p�íp. kubickým tlumením v mazací olejové vrstv� p�i pr�letu oblastí zubové v�le 
apod.

Ukázka vlivu kubického materiálového tlumení 3k  v záb�ru ozubení je uvedena na obr. 

6a a 6b. V sou�adnicích {{{{ }}}}3k),t(y  a {{{{ }}}}3k),t('y  p�i daném frekven�ním nalad�ní je patrný 

v�tší kvantitativní vliv tohoto tlumení oproti vlivu tlumení lineárního 1k  - viz obr.5c a 5d – na 
amplitudy )t(y  a )t('y , tj. dochází d�íve k bezrázovému stavu pohybu. 

Na záv�r p�ísp�vku ukažme díl�í výsledek �ešení vlivu lineárního tlumení mk1  olejové 
vrstvy na amplitudy relativního pohybu )t(y  v normálním záb�ru (modré pr�b�hy) a ve fázi 
odskok� zubových profil� do oblasti zubové v�le (pr�b�hy zelené). Z fázových rovin 
vyplývá, že lineární tlumení mk1  ovliv�uje pr�b�hy jak kvalitativn�, tak i kvantitativn�, co do 

velikosti výkmitu amplitudy y  i rychlosti 'y v daném intervalu tlumení 30111 ;,k m ∈∈∈∈ .

3. Záv�r

Uvedené ukázky vlivu tlumení na dynamiku záb�ru ozubení kinematických dvojic p�edstavují 
díl�í výsledky analýzy vnit�ní dynamiky siln� nelineárních parametrických p�evodových 
soustav. Dosud byl sledován vždy pouze jeden parametr tlumení (z mm k,k,k,k 3131 ) p�i
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Obr. 6 – Pr�b�hy {{{{ }}}}3k),t(y  a {{{{ }}}}3k),t('y  p�i frekven�ním nalad�ní zub� v záb�ru

870,====ν v závislosti na materiálovém kubickém tlumení 3k  zub� v záb�ru.

Obr. 7 - Fázové roviny {{{{ }}}})t(y),t('y  relativního pohybu kinematické soustavy ozubených

kol o šesti stupních volnosti v závislosti na lineárním mk1   tlumení mazací olejové vrstvy
v záb�ru ozubení pro frekven�ní nalad�ní 870,====ν  zub� v záb�ru.



zbývajících t�ech parametrech nulových. Probíhající výzkum není dosud uzav�en, pozornost 
v sou�asné dob� je zam��ena na studium zákonitostí vlivu kombinací lineárního a 
nelineárního tlumení jak v normálním �i inverzním záb�ru, tak i ve fázi odskoku profil�
zabírajících zub� v oblasti zubové mezery. 

Problematika výskytu a �ešení nežádoucích – rázových – jev� má své významné 
opodstatn�ní p�edevším u p�evodových soustav, které pracují v širokém pásmu otá�ek, kdy 
dochází k „p�ejížd�ní“ rezonan�ních oblastí. 

Rychlé p�echody mezi oblastmi zubového záb�ru a v�le mohou zp�sobovat porušování 
tribologických pom�r�, tj. nosné vrstvy olejového filmu, spojené s vytvo�ením podmínek pro 
vznik polosuchého až suchého t�ení v záb�ru, s d�sledkem vzniku samobuzeného kmitání a 
hluku.

Práce vznikla za podpory AV �R p�i �ešení projektu PPCVV reg.�. S2076353 a 
výzkumného zám�ru ÚT AV �R AVOZ 20769�9 – reg. �. 90357. 
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