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Summary: In this contribution, a generalized Cam clay model for soil materials is introduced.
This critical state model reduces high dilatation and softening behaviour of overconsolidated
soils which occurs in classical Cam clay model formulation. More realistic response of the
model is achieved by introducing a new yield function in dilatation domain i.e. for OCR > 2.
Further, the dependency of the yield function to the Lode’s angle is adopted and non-associated
flow rule is assumed. Finally, the reduction of hardening modulus is shown in comparison to the
classical Cam clay model formulation.

1 Úvod
S rozvojem numerického modelovánı́ v geotechnice nacházı́ praktické uplatněnı́ materiálové
modely dřı́ve charakteru spı́še teoretického. K takovým patřı́ modely kritického stavu přehledně
představené v (Potts & Zdravkovic, 1999), mezi které náležı́ model Cam clay. Pro normálně
konsolidované či lehce překonsolidované zeminy dává tento model dobré výsledky, avšak pro
silně překonsolidované zeminy klasická formulace modelu Cam clay přeceňuje jak dilatačnı́
chovánı́ materiálu tak jeho změkčenı́. V navrhovaném zobecněném modelu Cam clay jsou tyto
nedostatky redukovány zavedenı́m jiné plochy plasticity v oblasti OCR > 2. Závěrem je uveden
průběh modulu plastického zpevněnı́ pro zobeněnou i klasickou formulaci.

2 Materiálové modely zemin
Popisujeme-li zeminu jako kontinuálnı́ materiál, je třeba respektovat, že se i v nejjednoduššı́
podobě jedná o minimálně dvojfázový systém. Zavedenı́m Terzaghiho koncepce efektivnı́ch
napětı́ (Terzaghi et al., 1995)

σtot = σeff − p. (1)

se vymezı́ napětı́ působı́cı́ na zrna zeminy. V dle této koncepce jsou všechny dále uvedené
konstitutivnı́ vztahy uvedeny ve smyslu efektivnı́ch napětı́. Modely izotropnı́ch materiálů, mezi
které zeminy ve většině přı́padů patřı́, lze s výhodou formulovat v inavriantech napětı́. Prvnı́m
invariantem je střednı́ napětı́

σm =
σ1 + σ2 + σ3

3
=

σii

3
. (2)

∗Ing. Tomáš Janda, Doc. Michal Šejnoha, Ph.D., Katedra stavebnı́ mechaniky, Fakulta stavebnı́, ČVUT v Praze,
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Druhým invariantem je deviátor napětı́ definovaný vztahem

J =

√
1
6
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 =

√
1
2
sijsij, (3)

a v roli třetı́ho invariantu vystupuje Lodův úhel

ϑ = arctan

[
1√
3

(
2
σ2 − σ3
σ1 − σ3

− 1
)]

. (4)

2.1 Mohr-Coulombův model
Klasickým pružno-plastickým materiálovým modelem použı́vaným v geotechnice je Mohr-
Coulombův model plastického porušenı́. Podmı́nka porušenı́

τf = c− σf tanϕ (5)

dává v prostoru hlavnı́ch napětı́ vzniknout ploše plasticity ve tvaru nepravidelného šestibokého
jehlanu, kterou definuje funkce plasticity

F (σ, k) = J +

(
σm −

c

tanϕ

)
g(ϑ) = 0, (6)

kde směrnice funkce plasticity g závisı́ na Lodově úhlu dle vztahu

g(ϑ) =
sinϕ

cosϑ+ sinϑ sinϕ√
3

. (7)

Model dobře popisuje chovánı́ zejména pı́sků a ulehlých jı́lovitých zemin. Již méně se hodı́ pro
popis sprašı́ a kolapsibilnı́ch jı́lů.

Nedostatkem modelu je nerealistická předpověd’objemových deformacı́ doprovázejı́cı́ smy-
kové přetvořenı́ materiálu. V přı́padě, že je uvažován asociovaný zákon plastického tečenı́,
nadhodnocuje model objemovou deformaci, která je navı́c stále rostoucı́ nehledě na velikost
smykového přetvořenı́. Zavedenı́m plastického potenciálu s tečnou gpp < g se sice odstranı́
problém nadhodnocované předpovědi objemové deformace, ale ta stále zůstává rostoucı́ pro
všechny přı́pady plastického přetvořenı́, což jistě neodpovı́dá pozorovánı́.

Dalšı́ omezenı́ Mohr-Coulombova modelu spočı́vá v otevřené ploše plasticity. Je patrné,
že pro jisté směry zatěžovánı́ (např. pro zatı́ženı́ izotropnı́ napjatostı́) nenı́ plochy plasticity
dosaženo pro libovolně vysokou napjatost. Tento fakt nabývá na důležitosti zejména při popisu
vlastnostı́ méně ulehlých zemin.

3 Modely kritického stavu
Odstraňovánı́ nevýhod modelu Mohr-Coulomb vedlo na formulovánı́ pružno-palstických mo-
delů kritického stavu (Potts & Zdravkovic, 1999). Hlavnı́m rysem této skupiny materiálových
modelů je uzavřená plocha plasticity. Ta způsobuje, že pro každý směr zatěžovánı́ existuje mez
plasticity. Dalšı́m společným znakem modelů kritického stavu je možnost předpovı́dat kladné i
záporné objemové deformace.



3.1 Model Cam clay
Jednı́m ze prvnı́ch modelů kritického stavu je model Cam clay představený v (Roscoe at
al., 1958). V současnosti se častěji použı́vá jeho modifikovaná varianta s eliptickou plochou
plasticity (Roscoe & Burland, 1968).
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Obrázek 1: Model Cam clay – diagram izotropnı́ konsolidace

Základnı́m konstitutivnı́m vztahem je bilineárnı́ diagram izotropnı́ konsolidace (Obr. 1)
definovaný vztahy

e = e0 − λ ln(−σm) – linie prvotnı́ konsolidace, (8)
e = e0 − κ ln(−σm) – linie odtı́ženı́ a rekonsolidace, (9)

kde e = Vp/Vs je čı́slo pórovitosti zeminy dané objemem pórů k objemu zrn. Za předpokladu, že
zrna zeminy jsou objemově nestlačitelná lze bilineárnı́ diagram vzjádřit ve formě pro objemovou
deformaci

εv = −λ∗
[
ln(−σm)− ln(−σinit

m )
]
, (10)

εv = −κ∗
[
ln(−σm)− ln(−σinit

m )
]
, (11)

λ∗ =
λ

e+ 1
, κ∗ =

κ

e+ 1
. (12)

Plocha plasticity (Obr. 2) je elipsa daná předpisem

F (σ, k) =
J2

M2
cs

+ σ2m + σmpc = 0, (13)

kde pc > 0 je nejvyššı́ tlak (preconsolidation pressure), kterému byl skelet zeminy vystaven.
Směrnice linie kritického stavu Mcs závisı́ na úhlu vnitřnı́ho třenı́ při kritickém objemu ϕcv a
pohybuje se mezi hodnotami

M−30◦
cs (ϕcv) =

2
√
3 sinϕcv

3− sin
pro triaxiálovou kompresi, (14)

M+30◦
cs (ϕcv) =

2
√
3 sinϕcv

3 + sin
pro triaxiálovou extenzi, (15)

(16)



Modelu dobře vystihuje vlastnosti normálně konsolidovaných popřı́padě lehce překonsolido-
vaných zemin a to včetně materiálů málo ulehlých. Horšı́ chovánı́ modelu je pozorováno při
snaze modelovat smykánı́ významně překonsolidovaných zemin. V těchto podmı́nkách model
nadhodnocuje objemové deformace proti pozorovaným deformavı́m.
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Obrázek 2: Model Cam clay – funkce plasticity

4 Zobecněný Cam-clay model
Snaha odstranit zmı́něný nedostatek klasické formulace modelu Cam clay vede na úpravu
funkce plasticity a plastického potenciálu v oblasti dilatačnı́ho chovánı́ zeminy, tj. v oblasti
−σm < pc/2. Jak již bylo předesláno v úvodu, ve zobecněném modelu Cam clay je zavedena
funkce plasticity (Obr. 3) slosložená ze dvou hladce navazujı́cı́ch ploch daných předpisem

F (σ, k) =

{
Fc, pro σm ≤ −pc/2 (oblast komprese),
Fd, pro σm > −pc/2 (oblast dilatnace), (17)

Fc =
J2

g2
+ σ2m + σmpc, (18)

Fd =
J2

g̃2
− σ2m + (−σm)

(1+α)p̃(1−α)
c , (19)

Návaznost obou částı́ funkce plasticity v jejı́m vrcholu zaručuje volba

α =
2

1−
(
sinϕcv

sinϕ
3−sinϕ
3−sinϕcv

)2 − 1, (20)

p̃c = 2

(
2
1 + α

)( 1
1−α)

pc (21)

kde ϕ je vrcholový úhel vnitřnı́ho třenı́ a ϕcv je úhel vnitřnı́ho třenı́ při kritickém objemu. Dalšı́
změnou která je zavedena do zobecněného modelu Cam clay je závislost podmı́nky plasticity
na Lodově úhlu daná vztahem pro směrnici linie kritického stavu g

g(ϕcv, ϑ) = X(Y1 + Y2 sin 3ϑ)
−Z , (22)

X = 2(Z+1)
√
3 sinϕcv, (23)

Y1 = (3− sinϕcv)
1
Z + (3 + sinϕcv)

1
Z , (24)

Y2 = (3− sinϕcv)
1
Z − (3 + sinϕcv)

1
Z . (25)



Směrnice funkce pasticiy v počátku g̃ obdobně závisı́ na Lodově a je odvozena z vrcholovém
úhlu vnitřnı́ho třenı́ ϕ

g̃(ϕ, ϑ) = X̃(Ỹ1 + Ỹ2 sin 3ϑ)
−Z , (26)

X̃ = 2(Z+1)
√
3 sinϕ, (27)

Ỹ1 = (3− sinϕ)
1
Z + (3 + sinϕ)

1
Z , (28)

Ỹ2 = (3− sinϕ)
1
Z − (3 + sinϕ)

1
Z . (29)
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Obrázek 3: Zobecněný model Cam clay – funkce plasticity

Zde uvedený zobecněný model Cam clay využı́vá šest nezávislých parametrů. Bilineárnı́
diagram izotropnı́ konsolidace je určen parametry κ, λ, e0 a pc. Plochu plasticity a plastický
potenciál určujı́ parametry ϕ, ϕcv a pc.

5 Modul plastického zpevněnı́
Z podmı́nky konzistence v klasickém a v Melanově tvaru

∂F

∂σij

dσij +
∂F

∂κi

dκi = 0, (30)

∂F

∂σij

dσij −H dλ = 0, (31)

lze určit modul plastického zpevněnı́. V oblasti −σm > pc/2 odpovı́dá modulu zpevněnı́ z
klasické formulace modelu Cam clay

H = (2σm + pc)
σmpc

λ∗ − κ∗
. (32)

V oblasti −σm < pc/2 nabývá modul plastického zpevněn záporných hodnot dle vztahu

H =
2(1− α)(−σm)2+αp1−α

c − (1 + α)(1− α)(−σm)1+2αp2−2αc

λ∗ − κ∗
(33)

odvozeného z (30), (31), (10) a (11). Porovnánı́ průběhu modulu plastického zpevněnı́ pro
klasickou a zobecněnou formulaci modelu camclay je znázorněno na Obr. 4



Obrázek 4: Průběh modulu plastického zpevněnı́ zobecněného modelu Cam clay

6 Závěr
V přı́spěvku byla popsána oblast, v nı́ž materiálový model Cam clay nerealisticky předpovı́dá
chovánı́ reálné zeminy. Jedná se o přı́pad smykové deformace překonsolidovaných zemin, kdy
model nadhodnocuje pozorovanou doprovodnou objemovou deformaci, tj. dilatanci. V přı́mé
souvislosti s tı́m model předpovı́dá též většı́ změkčenı́ nežli je pozorováno.

Jako řešenı́ je navržena zobecněná formulace materiálového modelu Cam clay ve které je
na oblasti OCR > 2 navržena nová funkce plasticity, která vlivem menšı́ho sklonu dilatanci
omezuje. Do funkce plasticity je dále zavedena závislost na Lodově úhlu ϑ.

Závěrem je porovnán průběh modulu plastického zpevněnı́ pro klasickou a navrženou zo-
becněnou formulaci materiálového modelu. Detailnějšı́ testovánı́ modelu implementovaného do
metody konečných prvků je tématem dalšı́ho výzkumu.
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