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T. Krejčı́∗, J. Kruis∗, T. Koudelka∗, Z. Bittnar∗

Summary: This paper deals with a computer simulation of coupled heat and mois-
ture transfer in a reactor vessel which affected shrinkage and creep of the structure.
The mathematical model consists of balance equations of mass and energy, and of
the appropriate constitutive equations. The chosen macroscopic field variables are
temperature, water vapour content, gas pressure. The discretization of governing
equation using finite elemeunt method leads to the system of non-linear and non-
symmetric system of equations.

1 Úvod

Současný výzkum zejména v oblasti betonu a betonových konstrukcı́ ukazuje, že správné určenı́
rozloženı́ teplotnı́ho a vlhkostnı́ho pole je nezbytné pro reálné stanovenı́ fyzikálnı́ch vlastnostı́
materiálu. Ukazuje se, že vlhkost obsažená v pórech přı́mo ovlivňuje pevnost, tepelnou vo-
divost, rychlost hydratace nebo stárnutı́ betonu. Numerická analýza vysychánı́ anebo nasákánı́
betonových konstrukcı́ je důležitá pro odvozenı́ konstitutivnı́ch vztahů popisujı́cı́ch dotvarovánı́
a smršt’ovánı́.

Stále většı́ potřeba analyzovat stavebnı́ konstrukce ze širšı́ho hlediska ukazuje na nutnost
zkoumat procesy přenosu vlhkosti a tepla současně. Napřı́klad náhlý vzrůst pórového tlaku a
ztráta vlhkosti způsobené zahřátı́m betonu je významná událost pro předpověd’ odezvy kon-
tejnmentu jaderné elektrárny během hypotetické havárie nebo pro stanovenı́ spolehlivosti této
konstrukce.

Právě počı́tačové simulaci chovánı́ ochranné obálky reaktoru po celou dobu života ovlivněné
provozem reaktoru je věnována tato práce. Je zde prezentován typ konstrukce použitý ve Velké
Británii, protože výsledky byly zı́skány v rámci evropského projektu. Jedná se o reaktorovou
nádobu z předpjatého betonu o tloušt’ce stěny 5m s mnoha technologickými otvory. Přı́spěvek
je zaměřen předevšı́m na sdružené vedenı́ tepla a vlhkosti konstrukcı́ po dobu třiceti let od
dokončenı́ výstavby.
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2 Sdružený transport tepla a vlhkosti

Pro analýzu přenosu tepla a vlhkosti v reaktorové nádobě byl použit materiálový model prezen-
tovaný v dı́le Tenchev & kol. [2] rozšı́řený o efekt kapilárnı́ho tlaku a fyzikálně vázané vody
v práci Davie & kol. [1]. Tento model velmi dobře vystihuje chovánı́ betonu vystaveného
vysokým teplotám. Rovnice a vztahy vyskytujı́cı́ se v teorii můžeme tradičně rozdělit do třı́
skupin. Na rovnice bilančnı́, transportnı́ a rovnice konstitutivnı́.

Bilančnı́ rovnice jsou sestaveny pro vodu

∂(εLρL)

∂t
= −∇ · JL − ĖL +
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pro vodnı́ páru
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a pro suchý vzduch

∂(εGρ̃A)

∂t
= −∇ · JA, (3)

kde εi je objemový podı́l fáze i, ρi je hustota fáze i, ρ̃i je hmotnost fáze i na jednotku objemu
plynné fáze, J i označuje tok fáze i, Ėi je mı́ra odpařené vody, t je čas a index i = L, V, A,D
označuje vodu, vodnı́ páru, sucný vzduch a dehydratovanou vodu.

Rovnici rovnováhy pro energii systému můžeme zapsat následovně
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kde ρC je tepelná kapacita betonu, k je tepelná vodivost betonu, ρCv je část energie přenášená
konvekcı́, λE je specifické teplo výparné, λD je specifické teplo dehydratace a konečně T je
absolutnı́ teplota.

Transportnı́ rovnice

Toky suchého vzduchu, vody a vodnı́ páry vyjádřené pro neznámé gradienty tlaku (PG) a
koncentrace vodnı́ páry (ρ̃V ) vyjadřujı́ Darcyho a Fickův zákon rozšı́řený o difuzi vázané vody
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kde DAV a DV A jsou koeficienty difuze suchého vzduchu ve vodnı́ páře a naopak vodnı́ páry v
suchém vzduchu v pórech betonu, K je přirozená (vnitřnı́) permeabilita suchého betonu, KL a
KG jsou relativı́ permeability plynu a vody, µL a µG jsou jejich dynamické viskozity a PL a PG

jsou jejich kapilárnı́ tlaky. S a SB značı́ stupeň nasycenı́ volnou vodou a vodou vázanou, DB



je koeficient difuze pro vodu vázanou. Pro doplněnı́ poznamenejme, že přenos tepla popisuje
známý Fourierův zákon.

Konstitutivnı́ vztahy

Předpokládejme, že se suchý vzduch a vodnı́ pára chovajı́ jako ideálnı́ plyn. Toto chovánı́
popisuje Daltonův zákon. Platı́:
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)
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TR, (8)

ρ̃G = ρ̃A + ρ̃V , (9)

kde MA, ML, MG jsou molárnı́ hmotnosti a R je univerzálnı́ plynová konstanta. Dále platı́:

PL = PG − PC , (10)

kde PC je kapilárnı́ tlak v pórech betonu.

Vztah mezi kapilárnı́m tlakem a relativnı́ vlhkostı́ popisuje Kelvin-Laplaceův zákon
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)
. (11)

Objemový podı́l vody v betonu (εL) je zı́skán ze sorpčnı́ izotermy definované prof. Bažantem,
která je obecně funkcı́ relativnı́ vlhkosti a teploty.

Diskretizace řı́dicı́ch rovnic

Na bilančnı́ rovnice a na přı́slušné okrajové podmı́nky aplikujeme Galerkinovu metodu. Pro
potřeby metody konečných prvků (MKP) upravı́me výsledné integrály pomocı́ Gaussovy věty
a dostáváme soustavu nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic pro sdružený problém vedenı́ tepla a
vlhkosti v maticovém tvaru
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Pro jednoduchost můžeme rovnici (12) přepsat do následujı́cı́ podoby:

K + C
dr

dt
= q, (13)

kde K je zobecnělá nesymetrická matice vodivosti a C je zobecnělá matice kapacity. Podrobný
popis jednotlivých členů matice K a C a okrajových podmı́nek je možné nalézt v [1] a [2].

Pro časovou diskretizaci uvažujme časový interval ∆t = ti − ti−1 a předpokládejme, že
známe řešenı́ ri−1 v čase ti−1. Na zmı́něném intervalu použijeme lineárnı́ aproximaci pro vek-
tor r

r(t) = τri + (1 − τ)ri−1, (14)



kde τ = (t−ti−1)/∆t. Obdobným způsobem aproximujeme vektor q. Dále vypočteme derivaci
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=

1
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kterou uplatnı́me společně s aproximacı́ (14) v rovnici (13):
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]
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Veličiny na pravé straně rovnice jsou známé. S ohledem na stabilitu řešenı́ vybı́ráme τ z inter-
valu 1/2 ≤ τ ≤ 1. Nejčastěji se doporučuje hodnota τ = 1/2 (schéma Cranck - Nicolsonové).

3 Dotvarovánı́ a smršt’ovánı́ betonu vlivem změny teploty a vlhkosti

Pro popis dotvarovánı́ a smršt’ovánı́ betonu vlivem změny teploty a vlhkosti byl použit známý
a osvědčený materiálový model prezentovaný v dı́lech prof. Bažanta & kol. ([6] a [7]). Rela-
tivnı́ vlhkost h a teplota T ovlivňujı́ dotvarovánı́ a smršt’ovánı́ dvěma způsoby (viz [6]). Přı́mo,
změnou koeficientu viskozity v konstitutivnı́m modelu, a nepřı́mo, ovlivněnı́m rychlosti hy-
dratace (stárnutı́) betonu. Funkce dotvarovánı́ a relaxace J a R uvažujeme ve vhodném tvaru
degenerovaných jader přı́slušných integrálnı́ch rovnic (Dirichletových - Pronyho řad)

J(t, τ) =

M∑

µ=1

1

Cµ(τ)
{1 − exp [yµ(τ) − yµ(t)]} , (17)

R(t, τ) =
M∑

µ=1

Eµ(τ) exp [yµ(τ) − yµ(t)]. (18)

Jednoosá analýza dotvarovánı́ vycházı́ z relaxačnı́ funkce popisujı́cı́ Maxwelův reologický
řetězec (viz [4]).

σ =

M∑

µ=1

σµ, (19)

σ̇µ + ẏµσµ = Eµ(ε̇− ε̇0), (20)

ẏµ(t) = Eµ(t)/ηµ(t). (21)

Zmiňované přı́mé ovlivněnı́ mı́ry dotvarovánı́ teplotou T a vlhkostı́ hmůže být v řetězci popsáno
následujı́cı́m vztahem ([7])

1

ηµ(te)
=

φTφh

τµEµ(te)
, µ = 1, 2, . . . ,M. (22)

Efekt teploty vycházı́ z konceptu aktivačnı́ energie

φT = exp
[uc

R

( 1

T0

−
1

T

)]
, uc/R

.
= 5000K, (23)

kde uc je aktivačnı́ energie dotvarovánı́. Efekt vlhkosti vyjadřuje empirický vztah

φh = αh + (1 − αh)h
2, αh ≈ 0.1 ÷ 0.5. (24)



Celkové smrštěnı́ uvažujeme jako součet třı́ složek: “drying shrinkage” (smrštěnı́ od vysy-
chánı́ a nasákánı́), εs, autogennı́ smrštěnı́, εa

s , (objemové změny během chemických procesů
v průběhu hydratace), a karbonatačnı́ smrštěnı́, εc

s, (způsobené reakcı́ hydroxidu vápenatého
cementové pasty se vzdušným oxidem uhličitým). Jak autogennı́, tak karbonatačnı́ smrštěnı́
jsou malá (εa

s ≤ 0.05 max εs) a mohou být zanedbána. Navı́c oxid uhličitý proniká do hloubky
pouze 1mm od povrchu. Přetvořenı́ ε0 ovlivněné změnou teploty a vlhkosti se tedy skládá ze
dvou částı́:

• vliv vysychánı́ a nasákánı́

ε̇s = kḣ (25)

• vliv teploty

ε̇T = αṪ , (26)

kde

k = ε0

sψ(m + rσsign(Ḣ)), α = α0(m + ρσsign(Ḣ)), (27)

(−ε0

s) = 0.0002 ÷ 0.001 a α0 jsou empirické konstanty, (−ψ) = E(t0)/E(te)3h
2 pro 0.4 ≤

h ≤ 0.99, kde Ḣ = ḣ + cṪ (c je nezáporná konstanta). Empirické koeficienty r a ρ nabývajı́
obvykle hodnot r = (0.1÷ 0.6)/f ′

t (MPa−1), ρ = (1÷ 2)/f ′

t (MPa−1), kde f ′

t je pevnost v tahu.

4 Výsledky počı́tačové analýzy

Reaktorová nádoba z předpjatého betonu byla modelována osově souměrným modelem. Me-
chanická část byla modelována čtyřúhelnı́kovými prvky s kvadratickými bázovými funkcemi
zatı́mco část pro transportnı́ procesy byla modelována čtyřúhelnı́kovými prvky s lineárnı́mi
bázovými funkcemi.

Hlavnı́ zatı́ženı́ představovalo nerovnoměrné kolı́sánı́ teploty na vnitřnı́m povrchu konstrukce,
mechanické zatı́ženı́ bylo pak složeno z několika zatěžovacı́ch stavů. Sdružené úlohy vedou
obecně na velké množstvı́ neznámých, proto bylo nutné úlohu zparalelizovat. O mechanickém
zatı́ženı́, paralelizaci úlohy a numerické náročnosti pojednává navazujı́cı́ přı́spěvek Kruis & kol.
[8].

Na obrázcı́ch 1 až 3 je znázorněno kolı́sánı́ teploty na vnitřnı́m povrchu “vı́ka” reaktorové
nádoby a jı́m vyvolané změny koncentrace vodnı́ páry a kapilárnı́ho tlaku plynu. Obrázek 4
ukazuje profil teploty v čase 6000 dnů.

5 Závěr

Pro posouzenı́ životnosti stavebnı́ch konstrukcı́ dosluhujı́cı́ch jaderných elektráren byl vypra-
cován počı́tačový program, který je založen na sdružené termo-hydro-mechanické analýze. Pro
popis vedenı́ tepla a vlhkosti byl použit rozšı́řený Tenchevův model a pro popis dotvarovánı́
model Bažantův. Vzhledem ke značné časové i pamět’ové náročnosti byla použita paralelizace



Obr. 1: Vývoj teploty v čase

Obr. 2: Vývoj vlhkosti v čase



Obr. 3: Vývoj tlaku čase

programu. Paralelnı́ verzı́ počı́tačového programu bylo modelováno obdobı́ provozu přes 30 let
skutečné reaktorové nádoby.
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