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Summary: The article deals with the presentation aspects of the stress and 

deformations invariants in the three dimensional space. It deduces the stress 

invariants and their characteristic founded on the tensor algebra, and indicates 

also other possibilities of the stress invariants generetion. The article also defines 

the deformation invariants and relates them to the stress invariants in the 

condition of the isotopy of the rigid material.       

1. Úvod 

Všeobecn  vzato, p i ur ování napjatostních pom r  v komplikovan ji len ných a 
zatížených konstruk ních prvcích nedává „pouhá“ znalost stanoveného lokálního tenzoru 
napjatosti jako takového ješt  dokonalý názor na místní velikosti a sm ry extrémních 
normálových a tangenciálních nap tí. Tím mén  pr zra ná bývá p edstava o typu plochy 
(kvadriky), která tuto napjatost vystihuje a zobrazuje, jak o tom sv d í i pom rn asté omyly 
a nedorozum ní, které se ob as vyskytují dokonce i v n které základní literatu e. Je proto 
užite né lokální napjatost vzhledem k danému tenzoru nap tí nejen analyzovat, nýbrž i 
klasifikovat. Analogické zákonitosti lze ovšem sledovat, i pokud jde o místní tenzor 
deformace v napjatém bodu prvku. P itom není možné se nesetkat s p íslušnými invarianty 
uvažovaných tenzor , jejich vlastnostmi a vztahy mezi nimi. Tento p ísp vek souvztažnost 
t chto koincidentních invariant  za p edpoklad  ideální a lineární pružnosti studuje a 
poukazuje na možnost tvorby i dalších nezávislých invariant .

2. Kvadriky napjatosti a jejich invarianty 

Je-li dán v napjatém bod  obecný symetrický tenzor nap tíB ij , který je vztažen ke 

kartézské soustav  sou adnic , existuje i takové nato ení tohoto systému do 321 ;;; xxxBO
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což znamená, že sou et reciprokých hodnot tverc  t í navzájem kolmých sdružených
poloos elipsoidu napjatosti je invariantní vzhledem k pooto ení kartézského sou adného
systému a je roven prvému invariantu tenzoru napjatosti.
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Proto, sou et reciprokých hodnot tverc  obsah  pr ezových elips t emi navzájem
kolmými rovinami jdoucích st edem jimi se eného elipsoidu napjatosti je invariantní 
vzhledem k jejich nato ení a je roven druhému invariantu tenzoru napjatosti lomeném 
kvadrátem Ludolfova ísla.
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Vyjád íme-li dále objem elipsoidu známým vztahem ***
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Proto, t etí invariant tenzoru napjatosti je dán násobkem reciprokého tverce objemu
elipsoidu napjatosti, p i emž objem elipsoidu je sám o sob  invariantem.

 Krom  lineárního, kvadratického a kubického invariantu napjatosti (jde o alternativní 
pojmenování invariant  (1), (2) a (3)) lze odvodit i další jiné invarianty napjatosti, jako kup .
invariant výsledných nap tí  . P edstavme si v napjatém bod   trs t í navzájem 

ortogonálních rovin, jejichž pr se nice definuje
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symetrického tenzoru nap tí druhého ádu. Uvažujme v každé z rovin pythagorejský vztah 
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což jsou evidentn  obecn  r zná reálná ísla. A protože obdobné výsledky platí i pro 
zbývající další dva sm ry, potvrzuje se tím neortogonalita vektor iv   . Pro invariant 

výsledných nap tí platí
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Ukázalo se tedy, že sou et kvadrát  díl ích výsledných nap tí ke t em navzájem
ortogonálním rovinám je invariantní. 

Invarianty  ,   a   jsou jakýmisi bázovými invarianty, na jejichž základ  lze

vytvo it i všechny další invarianty napjatosti, viz nap . vzorec (7). Lze-li tedy nejvýše ze t ech
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3. Klasifikace kvadrik napjatosti 

Uvažujme o výše definované kvadrice napjatosti. Její rozepsání dává 
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determinant i-li diskriminant kvadratické plochy   (jehož subdeterminantem je práv  ). 
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Podle prostorové analytické geometrie, budeme-li p edpokládat regulární p ípad, že všechny
komponenty symetrického tenzoru napjatosti kl   budou vesm s nenulovými veli inami, pak 

pro obecn  je z ejm  a k tomu dále platí 03I 34 II

1) pro   a0,0 24 II 031 II  , je uvažovaná kvadrika reálným elipsoidem

napjatosti.

2) Pro   a alespo  jedno z reálných ísel04I 312 , III   je záporné, je kvadrika 

napjatosti je jednodílným hyperboloidem.

3) Pro  , p i emž alespo  jedno z reálných ísel04I 312 , III   je záporné, jde o 

dvojdílný hyperboloid napjatosti. 

4) Pon vadž nem že být sou asn  spln no 04I   a  zárove  , nem že

uvažovaná kvadrika p edstavovat reálný kužel napjatosti. 

03I

5) Pon vadž nelze sou asn  splnit 03I   a zárove 04I  , potvrzuje se tímto, že

kvadrika napjatosti nem že být ani eliptickým, ani hyperbolickým paraboloidem.

4. Invarianty tenzoru deformace 

Budeme p edpokládat tzv. tenzor „malých“ deformací ij  , který je zákonit  druhého ádu a 

symetrický. Ten obsahuje v hlavní diagonále pom rná prodloužení a ostatních šest
mimodiagonálních komponent, kterými jsou úhlové zkosy (to je polovi ní rozdíly mezi
p vodn  pravými úhly ale po p etvo ení obecnými úhly, které spolu svírají p ilehlé st ny
elementárního hranolu). Analýza a zobrazení kvadrik deformace v napjatém bod  jsou
obdobné, jako tomu bylo u tenzoru napjatosti, proto uvádíme jen invarianty tenzoru 
deformace v po adí prvý (lineární), druhý (kvadratický) a t etí (kubický): 
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5. Závislosti mezi invarianty deformace a napjatosti v pružných izotropních prost edích

Z teoretického hlediska je užite né uvést do vzájemných souvislostí invarianty nap tí
s invarianty deformace, to je odvodit vztahy kjj JII   resp. jkk IJJ  ,  . To 

lze všeobecn  provést jen za konkrétn  definované míry anizotropie elastického napjatého 
kontinua, p i emž z matematického hlediska obvykle nejde o snadnou záležitost, jak se lze 
p esv d it „již jen“ pro „nulovou“ míru anizotropie, i-li pro izotropní prost edí (se dv ma
nezávislými elastickými koeficienty
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6. Záv r

P ísp vek pojednal o zobrazování napjatosti za trojrozm rných okolností, definoval invarianty 
tenzor  napjatosti i deformace v etn  jejich geometrického významu. Byly rovn ž ukázány 
n které mén  známé a obecné vlastnosti t chto invariant , vysv tlen zp sob jejich 
odvozování a uvedeny vztahy mezi nimi za izotropních pom r  v kontinuu pevné fáze. Pokud 
jde o detailn jší odvození prezentovaných výsledk , odkazujeme tená e na p ehled
použitelné literatury. 
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