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Summary: In this paper is solved a 3D analysis of growing crack of the chevron
notched three-point-bending specimen. On macroscale the specimen body is mo-
deled as an elastic homogenous and transversally isotropic material whose elastic
constants are obtained by a homogenization procedure. In ceramics reinforced by
elastic fibers a crack bridging mainly cause the toughening. This mechanism in-
creases in some extent behind the crack tip along the process zone wake and, as a
consequence, the crack growth resistance rises as the crack propagates and leaves
the wake. This problem is solved in program system ANSY S and MAPLE.

1. Úvod

Přı́spěvek navazuje na (Vysloužil & Kotoul, 2005). Zabývá se MKP analýzou růstu trhliny
ve vzorku s vrubem typu chevron zatı́ženém třı́bodovým ohybem (obr. 1). Materiál vzorku
je vláknový kompozit s křehkou matricı́. Trhlina, vycházejı́cı́ z chevron vrubu, je přemostěna
elastickými vlákny. Při rozevı́ránı́ trhliny jsou vlákna postupně vytahována z matrice, což
je přı́činou vzniku mostı́cı́ho napětı́ na lı́cı́ch trhliny. Velikost mostı́cı́ho napětı́ je závislá na
posunutı́ lı́ce trhliny podle modelu Budianského (Budiansky & Cui, 1994). Jakmile velikost
napětı́ ve vláknu dosáhne meze pevnosti, dojde k porušenı́ vláken a snı́ženı́ zavı́racı́ho účinku
mostı́cı́ho napětı́ a také hodnoty mostı́cı́ho faktoru intenzity napětı́ K Ibr . V přı́padě, že lokálnı́
faktor intenzity napětı́ K Iloc = K Iappl − K Ibr dosáhne hodnoty lomové houževnatosti matrice
K ICM , dojde k růstu délky trhliny v kompozitu. V přı́spěvku je řešeno šı́řenı́ trhliny a zjišt’ována
zatěžujı́cı́ sı́la a průhyb vzorku a posunutı́ lı́ců trhliny. Výsledkem je simulace R-křivky pro
daný vzorek kompozitu a odhad kritické hodnoty aplikovaného faktoru intenzity napětı́ K Iappl
pro nestabilnı́ šı́řenı́ trhliny.

2. Výpočty v programovém systému ANSYS

V konečnoprvkovém systému ANSY S byl vytvořen trojrozměrný numerický model vzorku
s vrubem typu chevron pro třı́bodový ohyb (obr. 2). Materiál vzorku vláknového kompozitu
je přı́čně izotropnı́. Pro vláknový kompozit byly vypočteny výsledné elastické charakteristiky
(Hyer & Wass, 2000) a proveden výpočet Barnettova-Lotheho tenzoru L (Barnett & Lothe,
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1973), který je použı́ván pro výpočet faktoru intenzity napětı́ KI z posunutı́ lı́ců za vrcholem
trhliny

k =

√

π

2r
Lu, (1)

kde k je vektor s komponentami KII , KI a KIII (právě v tomto pořadı́), u je vektor posunutı́
uzlu a r je vzdálenost uzlu od čela trhliny.
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Obr. 1: Tvar vzorku s vrubem typu chevron

Obr. 2: 3D sı́t’modelu čtvrtiny vzorku

V programovém systému ANSY S byla modelována čtvrtina vzorku s využitı́m dvou rovin
symetrie, viz obr. 2. V rovinách symetrie byly předepsány podmı́nky nulového posunutı́ ve směru
kolmém k rovině symetrie. V mı́stě podpory bylo předepsáno nulové posunutı́ ve směru zatěžujı́cı́
sı́ly.

Na lı́ci trhliny je pro každou řadu uzlů, které ležı́ ve vzdálenosti a − x od vrcholu trhliny,
předepsán coupling (posunutı́ stejné pro všechny uzly) ve směru kolmém na plochu trhliny. Dále
je coupling použit v uzlech, které jsou zatı́ženy silou F působı́cı́ třı́bodový ohyb.
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Obr. 3: Posunutı́ lı́ce trhliny vzorku zatı́ženého jednotkovou silou působı́cı́ na lı́ci trhliny ve
vzdálenosti a − x od vrcholu trhliny pro hodnoty a0 = 1.8 mm, H = 0.15 mm, β = 180◦ a
délkou trhliny a − a0 = 1 mm.
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Obr. 4: Posunutı́ lı́ce trhliny vzorku zatı́ženého jednotkovou silou působı́cı́ třı́bodový ohyb pro
hodnoty a0 = 1.8 mm, H = 0.15 mm, β = 180◦ a délkou trhliny a − a0 = 1 mm.
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Obr. 5: Průhyb vzorku zatı́ženého jednotkovou silou působı́cı́ na lı́ci trhliny ve vzdálenosti
x od vrcholu trhliny pro hodnoty a0 = 1.8 mm, H = 0.15 mm, β = 180◦ a délkou trhliny
a − a0 = 1 mm.
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Obr. 6: Průhyb vzorku zatı́ženého jednotkovou silou působı́cı́ třı́bodový ohyb pro hodnoty
a0 = 1.8 mm, H = 0.15 mm, β = 180◦ a délkou trhliny a − a0 = 1 mm.



Trhlina se zatěžuje jednotkovou silou rozdělenou na každou řadu uzlů, které jsou ve vzdále-
nosti a−x od vrcholu trhliny na šı́řce b(x). Vlivem využitı́ symetrie se provádı́ zatı́ženı́ modelu
jen silou 0.5. Dále je model zatěžován silou působı́cı́ třı́bodový ohyb, jejı́ž velikost je vlivem
použitı́ dvou rovin symetrie 0.25 (modelována je jen čtvrtina vzorku).

Výsledky z programového systému ANSY S jsou posunutı́ uzlů na lı́cı́ch trhlin a průhyb
vzorku, viz obr. 3 až 6, od liniového zatı́ženı́ a třı́bodového ohybu.

3. Rekurentnı́ výpočty v systému MAPLE

Jako vstupnı́ hodnoty do systému MAPLE sloužı́ výsledky ze systému ANSY S. Dalšı́mi
vstupnı́mi hodnotami je seznam uzlů na lı́ci trhliny s uvedenı́m jejich vzdálenostı́ od čela
trhliny a − x a šı́řkou vrubu typu chevron b(x).

Výsledné posunutı́ lı́ce trhliny v(x) se vypočte ze vzorce

v(x) = w(x) + u(x), (pozn. u(x) ≤ 0), (2)

kde w(x) je posunutı́ lı́ce trhliny od zatěžujı́cı́ sı́ly F působı́cı́ třı́bodový ohyb, u(x) je posunutı́
lı́ce trhliny od mostı́cı́ho napětı́ σbr(x), které se vypočte z výsledného posunutı́ v(x)

σbr(x) = β
√

v(x), (3)

kde β je konstanta závislá na elastických vlastnostech matrice a vláken (Budiansky & Cui, 1994)

β =

{

4c2fEfE
2τ

R(1− cf )2E2m

}1/2

, (4)

kde cf je objemový podı́l vláken, R je poloměr vláken a τ je smykové napětı́ mezi matricı́
a vláknem. Em, Ef a E označuje Youngův modul matrice, vláken a kompozitu.

Pro výpočty byl použit kompozit s následujı́cı́mi hodnotami matrice a vláken: Em =
63000 MPa, Ef = 198000 MPa, νm = 0.22 a νf = 0.2. Vypočtené hodnoty pro kompozit
jsou E = 117000 MPa a ν = 0.21.

Cı́lem výpočtů v programovém systému MAPLE je zjistit zatěžujı́cı́ sı́lu F a posunutı́ lı́ce
přemostěné trhliny v(x) v podmı́nkách, kdy KIloc = KICM , kde KICM je lomová houževnatost
matrice. Podrobný postup výpočtu je uveden v práci (Vysloužil & Kotoul, 2005).

4. Výsledky vypočtené programovým systémem MAPLE

Na obr. 7 je zakresleno posunutı́ lı́ců trhlin v pro různé délky trhliny a−a0 v závislosti na poloze
od čela trhliny x − a0 pro hodnotu meze pevnosti vlákna σ0f = 2750 MPa, smykového napětı́
mezi matricı́ a vláknem τ = 7 MPa, lomové houževnatosti matrice KICM = 0.7 MPam

1/2

a pro počátečnı́ trhlinu přemostěnou po celé délce, tj. ap − a0 = 0 mm.

Křivky jsou vypočteny pro hodnotu lokálnı́ho faktoru intenzity napětı́ rovné lomové hou-
ževnatosti matrice. Ke každé křivce je uvedena délka trhliny a velikost zatěžujı́cı́ sı́ly. Křivka
pro maximálnı́ zatěžujı́cı́ sı́lu je zakreslena tučnou čarou. Horizontálnı́ čára značı́ posunutı́ lı́ce
trhliny, při němž dojde k přetrženı́ vláken a tedy část křivky lı́ce trhliny, která je nad touto čarou,
je nepřemostěná.
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Obr. 7: Posunutı́ lı́ce trhliny v
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Obr. 8: Mostı́cı́ napětı́ σbr

Na obr. 8 jsou uvedena mostı́cı́ napětı́ σbr podél lı́ce trhliny pro různé délky trhliny a − a0.
Při dosaženı́ maximálnı́ hodnoty mostı́cı́ho napětı́ σbrC = 1100 MPa se vlákna přetrhnou.

Na obr. 9 jsou zakresleny průběhy sı́ly F v závislosti na průhybu vzorku p a na obr. 10
jsou zakresleny průběhy aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl v závislosti na délce
trhliny a − a0 pro různé hodnoty smykového napětı́ mezi matricı́ a vláknem τ .



Většı́ smykové napětı́ τ má za následek nižšı́ maximálnı́ zatı́ženı́ a menšı́ průhyb vzorku. Na
průběhu aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl se projevı́ nejprve vyššı́ hodnotou vlivem
většı́ho mostı́cı́ho napětı́ při menšı́ch hodnotách rozevřenı́. Při většı́m rozevřenı́ se vlákna dřı́ve
porušı́ a přemostěná délka je menšı́, čı́mž docházı́ ke snı́ženı́ mostı́cı́ho účinku a tedy nižšı́
maximálnı́ sı́le F a nižšı́ho aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl.
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Obr. 9: Závislost zatěžujı́cı́ sı́ly F na průhybu p pro různé hodnoty smykového napětı́ mezi
matricı́ a vláknem τ
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Obr. 10: Závislost aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl na délce trhliny a−a0 pro různé
hodnoty smykového napětı́ mezi matricı́ a vláknem τ
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Obr. 11: Závislost zatěžujı́cı́ sı́ly F na průhybu p pro různé hodnoty lomové houževnatosti
matrice KICM

F = 20 N

F = 50 N

F = 100 N

F = 150 N

F = 200 N

F = 262.1 N

KICM = 0.8 MPam1/2

KICM = 0.7 MPam1/2

KICM = 0.6 MPam1/2

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

0

10

20

30

a−a0 [mm]

KIappl

[MPa m1/2]

Obr. 12: Závislost aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl na délce trhliny a−a0 pro různé
hodnoty lomové houževnatosti matrice KICM

Na obr. 11 jsou zakresleny průběhy sı́ly F v závislosti na průhybu vzorku p a na obr. 12
jsou zakresleny průběhy aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl v závislosti na délce
trhliny a − a0 pro různé hodnoty lomové houževnatosti matrice KICM .



Změna lomové houževnatosti matrice se projevı́ v závislosti sı́ly na průhybu pouze malou
změnou, jak je vidět v obr. 11. Pro většı́ hodnotu lomové houževnatosti matrice KICM je většı́
aplikovaný faktor intenzity napětı́ KIappl, jehož hodnota s rostoucı́ délkou trhliny a − a0 klesá
a při dosaženı́ maximálnı́ sı́ly jsou hodnoty aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl pro
různé KICM stejné.
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Obr. 13: Závislost zatěžujı́cı́ sı́ly F na průhybu p pro různé hodnoty meze pevnosti vlákna σ0f
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Obr. 14: Závislost aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl na délce trhliny a−a0 pro různé
hodnoty meze pevnosti vlákna σ0f
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Obr. 15: Posunutı́ lı́ce trhliny v pro počátečnı́ délku porušenı́ vláken ap − a0 = 0.5 mm

Na obr. 13 jsou zakresleny průběhy sı́ly F v závislosti na průhybu vzorku p a na obr. 14
jsou zakresleny průběhy aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl v závislosti na délce
trhliny a − a0 pro různé hodnoty meze pevnosti vláken σ0f . Při nepřetržených vláknech je
závislost sı́ly na průhybu přibližně lineárnı́. Při porušenı́ vláken, ke kterému docházı́ nejdřı́ve
u nižšı́ch hodnot meze pevnosti vláken, je při zvětšujı́cı́m se průhybu nárůst zatěžujı́cı́ sı́ly
menšı́. Pro většı́ hodnoty meze pevnosti vláken σ0f je průhyb i sı́la většı́ a také většı́ hodnota
aplikovaného faktoru intenzity napětı́.

Na obr. 15 jsou zakresleny hodnoty posunutı́ lı́ce trhliny v v závislosti na vzdálenosti od
počátku trhliny x − a0 pro počátečnı́ délku porušenı́ vláken ap − a0 = 0.5 mm. Na obrázku je
tučnou čarou vyznačena oblast, ve které jsou lı́ce trhlin přemostěny. Z obrázku je patrné, že pro
trhliny s počátečnı́ délkou porušenı́ vláken ap −a0 > 0 je zatı́ženı́ trhliny při dosaženı́ lokálnı́ho
faktoru intenzity napětı́ KIloc menšı́ nebo rovno než pro trhlinu s ap − a0 = 0 mm. Vzorky jsou
zatı́ženy stejnou silou od okamžiku, kdy je pro přı́pad trhliny ap − a0 = 0 mm dosažena délka
trhliny a − a0, při nı́ž je délka porušenı́ vláken rovna hodnotě počátečnı́ délky porušenı́ vláken
ap − a0 > 0.

Na obr. 16 jsou zakresleny hodnoty sı́ly F v závislosti na průhybu vzorku p pro různé
počátečnı́ délky porušenı́ vláken ap − a0. Čı́m většı́ je počátečnı́ délka porušenı́ vláken ap − a0,
tı́m většı́ je i průhyb vzorku při stejném zatı́ženı́. To je dáno menšı́m přemostěnı́m trhliny. Při
většı́ch délkách trhlin, kdy je délka přemostěnı́ stejná (velikost ap − a0 již nemá vliv), je průběh
zatı́ženı́ na průhybu stejný.

Na obr. 17 jsou zakresleny hodnoty aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl v závislosti
na délce trhliny a−a0 pro různé počátečnı́ délky porušenı́ vláken ap−a0. Pro hodnoty ap−a0 > 0
(0.3, 0.5, 0.7 mm) je pro délku trhliny a− a0 = ap − a0 hodnota aplikovaného faktoru intenzity
napětı́ KIappl = KIloc = 0.7 MPam

1/2, protože je trhlina nepřemostěná.
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Obr. 16: Závislost zatěžujı́cı́ sı́ly F na průhybu p pro různé hodnoty počátečnı́ délky porušenı́
vláken ap − a0
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Obr. 17: Závislost aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl na délce trhliny a−a0 pro různé
hodnoty počátečnı́ délky porušenı́ vláken ap − a0

Z obrázku 17 je zřejmé, že pro délku zóny počátečnı́ho porušenı́ vláken ap − a0 = 0.3 mm
a 0.5 mm, je dosaženo stejné zatěžujı́cı́ sı́ly jako pro ap − a0 = 0 mm ještě před maximálnı́m
zatı́ženı́m 262.1 N. Pro tyto trhliny je tedy dosaženo stejné maximálnı́ sı́ly F = 262.1 N při
průhybu p = 0.043 mm. V přı́padě trhliny s ap − a0 = 0.7 mm je dosaženo nižšı́ maximálnı́
sı́ly F = 258.6 N při většı́m průhybu p = 0.048 mm.



5. Závěr

Přı́spěvek se zabývá 3D analýzou vzorku vláknového kompozotu s vrubem typu chevron namá-
haného třı́bodovým ohybem. V konečnoprvkovém systému ANSY S byl vytvořen trojrozměrný
numerický model vzorku s vrubem typu chevron pro třı́bodový ohyb (obr. 2). Materiál vzorku
je vláknový kompozit, který je přı́čně izotropnı́.

Konečnoprvkový model byl zatěžován liniovým zatı́ženı́m na lı́ci trhliny a jednotkovou
silou působı́cı́ třı́bodový ohyb. Z výpočtů byly zı́skány posunutı́ lı́ců trhlin a průhyb vzorku.
Výsledky zı́skané z konečnoprvkového systému ANSY S byly použity jako vstupnı́ hodnoty do
programového systému MAPLE, ve kterém bylo řešeno zatěžovánı́ a růst přemostěné trhliny.

V programovém systému MAPLE byly provedeny výpočty pro zı́skánı́ velikosti sı́ly půso-
bı́cı́ třı́bodový ohyb pro rostoucı́ délku přemostěné trhliny při zı́skánı́ rovnosti hodnot lokálnı́ho
faktoru intenzity napětı́ a lomové houževnatosti matrice KIloc = KICM . Z výsledků byly zı́s-
kány grafy posunutı́ lı́ce přemostěné trhliny, velikosti mostı́cı́ho napětı́, závislost sı́ly působı́cı́
třı́bodový ohyb na průhybu vzorku a závislost aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl při
dosaženı́ KIloc = KICM .

Byly provedeny výpočty pro změněné hodnoty meze pevnosti vláken σ0f , smykového napětı́
mezi matricı́ a vláknem τ , lomové houževnatosti matrice KICM a počátečnı́ délky porušenı́
vláken ap −a0 = 0 mm. Byl vyšetřen vliv změn těchto parametrů na šı́řenı́ trhliny v kompozitu.

S rostoucı́ mezı́ pevnosti vláken roste hodnota aplikovaného faktoru intenzity napětı́ KIappl

a zatěžujı́cı́ sı́la F působı́cı́ třı́bodový ohyb. Zvětšujı́cı́ se velikost smykového napětı́ τ mezi
matricı́ a vláknem přispı́vá u kratšı́ch trhlin ke zvýšenı́ KIappl. Avšak s růstem trhlin docházı́ dřı́ve
k porušovánı́ vláken a poklesu KIappl. Pro menšı́ smyková napětı́ je dosaženo většı́ zatěžujı́cı́ sı́ly
působı́cı́ třı́bodový ohyb a při této maximálnı́ sı́le i většı́ho aplikovaného faktoru intenzity napětı́
KIappl. Změna lomové houževnatosti matrice KICM má nepatrný vliv na maximálnı́ zatěžujı́
sı́lu F a KIappl. Počátečnı́ délka porušenı́ vláken ap − a0 snižuje zatěžujı́cı́ sı́lu F . Jakmile
dojde k porušovánı́ vláken, je sı́la stejná jako u vzorku bez počátečnı́ho porušenı́. Pokud dojde
k porušovánı́ vláken u trhliny kratšı́ než je trhlina délky při maximálnı́ sı́le a aplikovaného faktoru
intenzity napětı́, nedojde ke snı́ženı́ těchto hodnot oproti vzorku bez počátečnı́ho porušenı́ vláken
ap − a0 = 0 mm.
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