
STRESS RATE AND INCREMENTAL PRINCIPLE
OF VIRTUAL WORK IN FINITE DEFORMATIONS
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Summary: Solution of finite deformation problems is sought in the space of all
deformation tensor fields. Representation of a deformation process here as a tra-
jectory makes us possible to further classify symmetric second-order tensor fields
either as points, vectors, or covectors, and, as a consequence, assign them the
corresponding time derivatives. However, as the space of all deformation tensor
fields has proved non-euclidean, the time derivative of vector, and covector fields
along the trajectory should be defined by the covariant derivative. This approach
enables us coherently to formulate an incremental principle of virtual work, and
propose the corresponding procedure in solving finite deformation problems. The
approach will be demonstrated in finite elasticity.

T. Frankel: ”Physics and engineering readers would profit greatly if they
would form the habit of translating the vectorial and tensorial statements
found in their customary reading of physical articles and books into the
language of differential geometry, and of using its methods.”
[Frankel 1997, p.xxiii]

L. Schwartz: ”Engineers and physicists should take note that virtual work
is simply the natural duality between cotangent and tangent bundles.”
[BAMS 2003, p.411]

1. Úvod

Mezi teoriı́ malých (přesněji infinitezimálnı́ch) a konečných deformacı́ existuje jeden zásadnı́
rozdı́l: Teorie malých deformacı́ vycházı́ z toho, že aproximuje deformaci pomocı́ infinitezimál-
nı́ch polı́ posunutı́ nad výchozı́ nedeformovanou konfiguracı́ tělesa, kdežto teorie konečných
deformacı́ ji popisuje přesně pomocı́ diferencovatelných invertibilnı́ch transformacı́ – difeo-
morfismů, transformujı́cı́ch výchozı́ konfiguraci do jiné, aktuálnı́ konfigurace. Časová změna
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libovolné veličny tak obsahuje nejenom jejı́ vlastnı́ vývoj v daném bodě, ale zahrnuje i samotnou
změnu geometrie tělesa, tak jak se do této veličiny v průběhu deformace promı́tá.

Na rozdı́l od malých deformacı́, nenı́ deformačnı́ proces z pohledu velkých deformacı́ ome-
zený jen na jistý lineárnı́ prostor, ale je reprezentovaný trajektoriı́ v jiném, nelineárnı́m prostoru
M=Met(B) – prostoru všech deformačnı́ch tenzorových polı́ nad vlastnı́m tělesemB. Na tomto
prostoru lze přirozeným způsobem zavést Riemannovu metriku, což umožňuje výstižně, geome-
trickým způsobem popsat kinematiku kontinua. I když se celý tento formalismus opı́rá z hlediska
mechaniky kontinua o poněkud neobvyklé koncepty diferencialnı́ geometrie nekonečně dimen-
zionálnı́ch Riemannových variet Riemannových metrik, formalizmus nenı́ samoúčelný a zdaleka
nesloužı́ jen k elegantnı́mu přeformulovánı́ už dobře známých výsledků. Naopak, právě tento
přı́stup umožňuje odvodit některé nové výsledky, které by byly pravděpodobně těžko dosažitelné
pomocı́ jiných postupů.

Předně platı́, že prostor všech deformačnı́ch tenzorových polı́ M nenı́ euklidovský prostor.
To však ale znamená, že pokud k danému deformovanému stavu určı́me deformačnı́ přı́růstek,
výsledná deformace se nezı́ská jednoduše, prostým přičtenı́m přı́růstku k stávajı́cı́mu deformo-
vanému stavu, ale pomocı́ jistého zobrazenı́ z přı́slušného tečného prostoru, ve kterém tento
přı́růstek ležı́, do vlastnı́ho prostoru deformacı́ M.

Dále ukážeme, že pole napětı́ na tělese B představuje z hlediska geometrie prostoru M
kovektor, a proto rychlost jeho změny v průběhu deformace vede na právě jednu objektivnı́
časovou derivaci, konzistentnı́ s geometriı́ samotného deformačnı́ho procesu. Podobně i ostatnı́m
symetrickým tenzorovým polı́m druhého řádu naB bude přiřazena odpovı́dajı́cı́ časová derivace,
v závislosti na tom, zda se z hlediska geometrie prostoru M chovajı́ jako vektory, kovektory,
nebo body.

Linearizacı́ deformačnı́ho procesu spojenou s těmito časovými derivacemi dále zı́skáme
inkrementálnı́ princip virtuálnı́ch pracı́, pomocı́ kterého lze přı́růstek posunutı́ a deformace vy-
počı́tat ze zadaných přı́růstků externı́ch sil a předepsaných posunutı́. Nová, výsledná deformace
pak ležı́ na geodetice vycházejı́cı́ ze stávajı́cı́ho deformovaného stavu, ve směru a vzdálenosti
odpovı́dajı́cı́ přı́růstku deformace.

Co se týče osnovy přı́spěvku, v dalšı́ časti zopakujeme základnı́ fakta o prostoru polı́ defor-
mačnı́ch tenzorůM, zejména těch týkajı́cı́ch se Riemannovy metriky. Třetı́ část přı́spěvku bude
věnována časové derivaci časově závislých deformovaných tenzorových polı́, jako důsledku
existence kovariantnı́ derivace na Riemannově varietě M. Nové výsledky budou náplnı́ až
čtvrté části, která se týká pole napětı́ a jeho časové derivace, a páté části, kde bude odvozen in-
krementálnı́ princip virtuálnı́ch pracı́. Celý formalizmus bude ilustrován na obecné elastostatické
úloze. V přı́loze pak budou stručně shrnuty základnı́ pojmy z kinematiky kontinua formulované
z pohledu diferenciálnı́ geometrie s důrazem na jejich skutečný geometrický význam.

2. Prostor deformačnı́ch tenzorových polı́

Nový přı́stup k mechanice kontinua, který inicioval [Rougée 1997] a dále modifikoval
[Fiala 2003, Fiala 2004a, Fiala 2004b], umožňnuje odvodit časovou derivaci tenzorových polı́
geometricky konzistentnı́m způsobem, a to pomocı́ kovariantnı́ derivace v prostoru nekonečně
dimenzionálnı́ Riemannovy variety Riemannových metrik.

Z pohledu velkých deformacı́ lze deformačnı́ proces reprezentovat trajektoriı́ v nelineár-
nı́m prostoru M = Met(B), prostoru všech deformačnı́ch tenzorových polı́ – zde pravých

2 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #243



Cauchyho-Greenových tenzorů deformace C[ (viz. (43)). Protože deformačnı́ pole jsou vlastně
Riemannovými metrikami, prostorM je tak tvořen všemi Riemannovými metrikami prostoruB,
a jako celek tvořı́ z matematického hlediska nekonečně dimenzionálnı́ varietu. V přı́padě malých
deformacı́ je pak deformačnı́ proces reprezentovaný trajektoriı́ v lineárnı́m vektorovém prostoru,
který zde, v tomto kontextu, představuje tečný prostor TC[M k varietě M v bodě C[, přičemž
bod C[ zároveň reprezentuje počátečnı́ deformačnı́ stav tělesa.

Klı́čovým momentem, s významnými důsledky pro popis kinematiky kontinua představuje
zavedenı́ Riemannovy metriky Γ na varietěM. S metrikou totiž zı́skáváme kovariantnı́ derivaci,
a tedy i možnost stanovit rychlost změny tenzorových polı́ podél trajektorie, neboli jejich časovou
derivaci během deformačnı́ho procesu.

Necht’křivka C[
t reprezentuje deformačnı́ proces C[: 〈t0, t〉 →M, pak z hlediska geometrie

variety M představujı́ jejı́ tečny ∂C[
t vektory, a množina těchto tečen {∂C[

t} vektorové pole
podél této křivky. Dolnı́ index t navı́c zdůrazňuje tu skutečnost, že toto vektorové pole je časové
závislé. Pomocı́ zobrazenı́ Φt, které je vlastně izometriı́ mezi dvěma Riemannovými varietami
(B, C[

t = Φ∗
t g) a (S = Φt(B), g), lze nynı́ stanovit skalárnı́ součin dvou vektorů ∂C i[

t ∈ TC[
t
M

na základě skalárnı́ho součinu odpovı́dajı́cı́ch tenzorových polı́ 2di[ = Φt ∗(∂C i[
t ) z prostoru E3

(viz. (51)). Koeficient je zároveň volen tak, aby platil vztah (14).

ΓC[
t
(∂C1[

t , ∂C2[
t ) : = 4Φ∗

t [〈d1[, d2[〉g] = 4〈Φ∗
t (d1[), Φ∗

t (d2[)〉Φ∗t (g) . (1)

Skalárnı́ součin symetrických kovariantnı́ch tenzorových polı́ druhého řádu na S

〈d1[, d2[〉g =
∫

S
gx(d1[, d2[) dv =

∫

S
gikgljd1

ij d2
kl dv (2)

představuje rozšı́řenı́ skalárnı́ho součinu gx(d1[, d2[) = gikgljd1
ij d2

kl tenzorů v bodě x na ten-
zorová pole na S , a ten zase standardnı́ rozšı́řenı́ skalárnı́ho součinu dvou vektorů, tj. výrazu
gx(u, v) = gij uivj (viz. (41)), na symetrické kovariantnı́ tenzory druhého řádu. Tı́mto postupem
zı́skáme naM Riemannovu metriku Γ, tj. skalárnı́ součin libovolných dvou vektorů H i∈ TC[

t
M

vycházejı́cı́ch z libovolného bodu C[
t ∈M, ve tvaru

ΓC[
t
(H1, H2) : = 〈H1, H2〉C[

t
=

∫

B
C

1
2
t Bik

t Blj
t H1

ijH
2
kl dX , (3)

kde Bik
t reprezentujı́ složky Piolova deformačnı́ho pole B]

t = Φ∗
t

(
g]

)
(viz. (44)).

V našem kontextu budeme Riemannovu metriku Γ na M nazývat supermetrikou, abychom
ji tak odlišili od deformačnı́ch tenzorových polı́ C[

t , která jsou rovněž metrikami, ale na tělese
B. Naproti tomu, supermetrika je metrikou na prostoru všech Riemannových metrik – zde
deformačnı́ch tenzorových polı́ C[

t , a proto prostor M z matematického hlediska představuje
nekonečně dimenzionálnı́ Riemannovu varietu Riemannových metrik.

Riemannovou geometriı́ těchto prostorů se zabývajı́ ve svých článcı́ch [Freed et al. 1989],
[Gill-Medrano et al. 1991] a [Kriegel et al. 1997], a jak lze ukázat v přı́spěvku [Fiala 2004c], i na
tomto nekonečně dimenzionálnı́m prostoru lze vhodným způsobem zavést souřadnice a vyjádřit
tak pomocı́ nich složky afinnı́ konexe a kovariantnı́ derivace.

Jako jednoduššı́, konečně dimenzionálnı́ prostor zavedl Riemannovu varietu M poprve
Rougée a své výsledky shrnul v knize [Rougée 1997]. V jeho přı́padě prostorM tvořı́ deformačnı́
tenzory C[(X) v pevně zvoleném bodě X ∈ B, s Riemannovou metrikou

ΓC[
t(X)(H

1, H2) =
1
4
Bik

t Blj
t H1

ijH
2
kl. (4)
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Vzhledem k tomu, že Rougée se omezil pouze na tenzory, namı́sto tenzorových polı́, jeho varieta
je jen 6-dimenzionálnı́. Co se však ukázlo poněkud nečekané, byla skutečnost, že jim odvo-
zená časová derivace na základě kovariantnı́ derivace je totožná se Zarembovou-Jaumannovou
derivacı́. V našem nekonečně dimenzionálnı́m přı́padě dodatečný člen C

1/2
t ≡

√
det(C[

t ), který
zajišt’uje nezávislost supermetriky (3) na volbě souřadnic tělesa, však modifikuje kovariantnı́
derivaci a vede tak k nové, modifikované Zarembově-Jaumannově časové derivaci.

3. Časová derivace tenzorových polı́

Podmı́nka, že časová derivace tenzoru je opět ten samý typ tenzoru, je značně obecná, a proto
nepřekvapuje, že objektivnı́ch časových derivacı́ je v mechanice kontinua celá řada. Na druhé
straně, z geometrického hlediska je deformačnı́ proces charakterizován posloupnostı́ difeomor-
fismů Φt jednoznačně, a proto se jevı́ naprosto přirozené, aby i časové derivace tenzorových
polı́, která jsou s tı́mto procesem geometricky svázaná, byly i tı́mto deformačnı́m procesem také
jednoznačně určeny.

Při hledánı́ odpovı́dajı́cı́ časové derivace se nabı́zı́ jako přirozené vychodisko formalizmus
spojený s prostorem M. Jeho geometrie totiž dále umožňuje rozlišovat mezi tenzorovými
poli druhého řádu v E3. Protože body prostoru M jsou tvořeny metrikami, tedy symetrickými
pozitivně definitnı́mi kovariantnı́mi poli v E3, vektory prostoruM tvořı́ symetrická kovariantnı́
tenzorová pole (např. ∂C[

t ) a kovektory symetrická kontravariantnı́ tenzorová pole. Jak ukážeme
i v následujı́cı́ části, kovektorem v M je i pole napětı́.

Toto rozlišenı́ je zásadnı́, protože umožňuje přirozeným způsobem přiřadit jednotlivým ten-
zorovým polı́m v E3 přı́slušnou časovou derivaci. Pokud odpovı́dajı́cı́ vektory, resp. kovektory
těchto polı́ v M tvořı́ podél trajektorie vektorové, či kovektorové pole, jejich časovou změnu
v průběhu deformace vyjádřı́me právě pomocı́ kovariantnı́ derivace. Transformujı́-li se však
tato pole do bodů a jejich posloupnost v samotnou trajektorii v M, vystačı́me si samozřejmě
s běžnou časovou derivacı́ (srovnej C[

t a ∂C[
t ), a při pohledu z aktuálnı́ konfigurace pak s Liovou

derivacı́ (srovnej g = Φt ∗
(
C[

t

)
a 2d[ = Lvt g = Φt ∗

(
∂C[

t

)
, viz. (43), (47) a (51) ).

Necht’ tedy křivka C[
t představuje deformačnı́ proces C[ : 〈t0, t〉 → M, a necht’ tenzorové

pole Θ podél křivky reprezentuje časový vývoj některé mechanické veličiny během deformač-
nı́ho procesu. Vzhledem k tomu, že kovariantnı́ derivace vyjadřuje rychlost změny tenzorových
polı́ podél trajektorie, kdy jejı́mi body procházı́me ve směru a rychlostı́ danou jejı́m tečným
vektorem [Dodson et al. 1997], můžeme pak časovou derivaci časově proměnného tenzorového
pole Θ, a jemu odpovı́dajı́cı́ho tenzorového pole θ = Φt ∗(Θ) v E3, přirozeně ztotožnit s časo-
vou derivacı́ vycházejı́cı́ z kovariantnı́ derivace vzhledem k rychlosti deformace ∂C[

t (srovnej
analogii s (53), která platı́ i s přihlédnutı́m k časově proměnným polı́m).

D

Dt
Θ : =

∂Θ
∂t

+∇∂C[
t
Θ na prostoru M (5)

D

Dt
θ : = Φt ∗

(
D

Dt
Θ

)
na prostoru S (6)

Symbol ∇ zde představuje kovariantnı́ derivaci asociovanou s metrikou Γ na varietě M. Ko-
variantnı́ derivace ve vztahu (5) zaručuje objektivitu časové derivace automaticky. Na rozdı́l od
předchozı́ch pracı́ uvažujeme i časově proměnná pole, a co se týče přı́tomnosti členu ∂Θ, stačı́
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odkázat na [Abraham et al. 1988], pp. 245-247, a [Frankel 1997]. Konečné výsledky jsou stejné
jako ve [Fiala 2004c].

Časová derivace posloupnosti symetrických kovariantnı́ch tenzorových polı́ druhého řádu
u v aktuálnı́ konfiguraci S, pokud tato pole transformovaná do M představujı́ vektorové pole
U = Φ∗

t (u) podél trajektorie C[
t , je dána výrazem

(
D

Dt
u

)

mp

= (Lvt u)mp −
(
dmag

abubp + umag
abdbp

)
+

+
1
2

(
gabuab dmp + gabdab ump − d abuab gmp

)
= (7)

=
(
u̇ZJ

)
mp

+
1
2

(
gabuab dmp + gabdab ump − d abuab gmp

)
.

Časová derivace posloupnosti symetrických kontravariantnı́ch tenzorových polı́ druhého řádu
ω v aktuálnı́ konfiguraci S, pokud tato pole transformovaná doM představujı́ kovektorové pole
Ω = Φ∗

t (ω) podél trajektorie C[
t , je dána vztahem

(
D

Dt
ω

)ij

= (Lvt ω)ij +
(
ωiadabg

bj + giadabω
bj

)
+

+
1
2

(
gabω

abdij − gabdab ωij − ωabdab gij
)

= (8)

=
(
ω̇ZJ

)ij
+

1
2

(
gabω

abdij − gabdab ωij − ωabdab gij
)
.

Index ZJ označuje Zarembovu-Jaumannovu derivaci, která vznikne úpravou výrazů v prvnı́
řádce ve vztazı́ch (7) a (8) po rozepsánı́ Oldroydovy časové derivace (viz. (46))

(Lvt u)ij = u̇ij + (d− w)ik gklulj + uik gkl(d + w)lj (9)

(Lvt ω)ij = ω̇ij − (d + w)ikgkl ω
lj − ωikgkl (d− w)lj, (10)

přičemž antisymetrická část rychlostnı́ho gradientu w =
[
(∇vt)[

]
a

označuje vı́řivost.

Vyjádřı́me-li pak výrazy (7) a (8) v běžných kartézských souřadnicı́ch, zı́skáme

u♠ = u̇− wu + uw + 1
2 [tr(u)d + tr(d)u− (d : u)I] (11)

ω♣ = ω̇ − wω + ωw + 1
2 [tr(ω)d− tr(d)ω − (ω : d)I] . (12)

Význam symbolů tr(d), d : u, ω : d, tr(u), a tr(ω) je jasný z kontexu.

4. Časová derivace pole napětı́

Výkon vnitřnı́ch sil (stress power) je dán vztahem
δEi

δt
: =

∫

S
〈σ], d [〉TxS dv ≡

∫

S
σijdij dv =

∫

S
gx(σ[, d [) dv ≡

∫

S
gikgjlσkl dij dv

=
∫

B
Bik

t Bjl
t ΣklDij JdV =

∫

B
JΣ ijDij dV ≡

∫

B
〈P ], D[〉TXB dV (13)

=
∫

B
C

1
2
t Bik

t Bjl
t ΣklDij dX ≡ ΓC[

t
(Σ]Γ, D]Γ)= 〈Σ[Γ, D]Γ〉T

C[
t
M ,
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kde Σ[ = Φ∗
t σ

[, Σ] = Φ∗
t σ

] a D [ = Φ∗
t d

[ = 1
2∂C[

t. Symbol σ jako obvykle reprezentuje
Cauchyho napětı́. Dále jsme použili vztah JdV = Φ∗

t dv, a zároveň jsme vyjádřili objemový
element vztahem dV = G

1
2 dX a Jakobián jako J = (Ct/G)

1
2 . Symbolem P ] = JΣ] jsme

označili druhé Piolovo-Kirchhoffovo pole napětı́.
Výkon vnitřnı́ch sil tak můžeme zapsat třemi způsoby:

δEi

δt
=

∫

S
〈σ], d[〉TxS dv =

∫

B
〈P ], D[〉TXB dV = 〈Σ[Γ, D]Γ〉T

C[
t
M . (14)

To však ale znamená, že veličina Σ]Γ(C[(X)) : = Σ[(X) se na prostoru M chová jako vektor
– podobně jako veličina D]Γ(C[(X)) : = D[(X), zatı́mco veličina Σ[Γ(C[(X)) = C

1
2 Σ](X) =

G
1
2 P ](X) jako kovektor. Kovektor Σ[Γ ∈ T ∗

C[M zı́skáme z vektoru Σ]Γ ∈ TC[M pomocı́
transformace Σ[Γ = ΓΣ]Γ , kde Γ : TC[M → T ∗

C[M je operátor asociovaný s metrikou Γ
(srovnej (42)). Rychlost změny kovektorového pole Σ[Γ podél trajektorie C[

t v M je tak daná
vztahem (5).

Druhé Piolovo-Kirchhoffovo pole napětı́ P ] jako funkce pole pravých Cauchyho-Greenových
deformačnı́ch tenzorů C[ představuje na prostoru M také kovektor – podobně jako Σ[Γ . Pro
jeho časovou derivaci během deformačnı́ho procesu dostáváme

D

Dt
P ] = G− 1

2
D

Dt
Σ[Γ . (15)

Protože d/dt(C
− 1

2
t ) = −1

2(∂CabB
ab)C− 1

2 , dále platı́ [Fiala 2004c], ref. (12))

D

Dt
Σ] ≡ D

Dt

(
C
− 1

2
t Σ[Γ

)
=

d

dt

(
C
− 1

2
t

)
Σ[Γ + C

− 1
2

t

D

Dt
Σ[Γ

= −1
2

(
∂Cab Bab

t

)
Σ] +

1
J

D

Dt
P ] (16)

a pro časovou derivaci pole napětı́ σ] během deformačnı́ho procesu tak nakonec zı́skáme

D

Dt
σ] ≡ Φt ∗

[
D

Dt
Σ]

]
= − (

dab gab
)
σ] +

1
J

Φt ∗

[
D

Dt
P ]

]
. (17)

Označı́me-li deformačnı́ proces jako trajektorii C[ :〈t0, t〉 →M v prostoru polı́ deformačnı́ch
tenzorů M, pak změnu vnitřnı́ energie ∆Ei v tělese po završenı́ tohoto procesu lze zapsat jako
křivkový integrál

∆Ei =
∫

〈t0,t〉
〈Σ[Γ, D]Γ〉T

C[
t
M dt =

∫

〈t0,t〉
〈Σ[Γ, 1

2 ∂C]Γ
t 〉TC[

t
M dt ≡

∫

C[
t

1
2Σ[Γ . (18)

Pokud se deformace odehrává v elastickém kontinuu, změna vnitřnı́ energie nezávisı́ na
integračnı́ cestě a samotná vnitřnı́ energie je potenciálem na prostoru M, tj.

Σ[Γ = 2dMEi , (19)

kde dM představuje vnějšı́ diferenciál na varietě M. Vyjádřı́me dále Ei jako

Ei =
∫

B
ε dV =

∫

B
ρB e dV, (20)
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pak vzhledem k lokálnı́mu charakteru metriky Γ, a dı́ky tomu, že Γ na každém tečném prostoru
TXB indukuje skalárnı́ součin, platı́

Σ[Γ = 2dMEi = 2
∂Ei

∂Cij

(C[) dCij

= 2
∫

B

(
∂ε

∂Cij

dCij

)
(X) dV = 2

∫

B
ρB

(
∂e

∂Cij

dCij

)
(X) dV (21)

= 2
∫

B

(
∂ε

∂Cij

dCij

)
(X) J−1 C

1
2 dX = 2

∫

B
ρB

(
∂e

∂Cij

dCij

)
(X) J−1 C

1
2 dX .

Tento vztah pak můžeme lokálně zapsat následovně

Σ[Γ(C[(X)) = 2J−1C
1
2

∂ε

∂C[
= 2ρBJ−1C

1
2

∂e

∂C[
, (22)

a proto platı́

Σ](X) = C− 1
2 Σ[Γ = 2J−1 ∂ε

∂C[
= 2ρBJ−1 ∂e

∂C[

(P ])ij = J(Σ])ij = 2
∂ε

∂Cij

= 2ρB
∂e

∂Cij

. (23)

Připomeňme jen, že v každém bodě X ∈B pro izotropnı́ elastické kontinuum platı́ [Marsden et
al. 1993] ε=ε(I1, I2, I3), kde

I1 = tr C

I2 =
1
2

[
(tr C)2− tr C2

]
(24)

I3 = det C =
1
6

[
(tr C)3− 3tr C tr C2+ 2tr C3

]
.

Protože pak

∂I1

∂C[
= G]

∂I2

∂C[
= I1G

] −B] (25)

∂I3

∂C[
= I2G

] − I1B
] + CB],

ze vztahu (23) dostáváme

P ] = 2
∂ε

∂C[
= 2

[(
∂ε

∂I1
+ I1

∂ε

∂I2
+ I2

∂ε

∂I3

)
G] −

(
∂ε

∂I2
+ I1

∂ε

∂I3

)
B] +

∂ε

∂I3
CB]

]
, (26)

a vyjádřı́me-li Jakobián výrazem J = (C/G)
1
2 , pak ze vztahu (22) dále obdržı́me

Σ[Γ = 2G
1
2

[(
∂ε

∂I1
+ I1

∂ε

∂I2
+ I2

∂ε

∂I3

)
G] −

(
∂ε

∂I2
+ I1

∂ε

∂I3

)
B] +

∂ε

∂I3
CB]

]
. (27)
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5. Inkrementálnı́ podoba principu virtuálnı́ch pracı́
Těleso v deformovaném stavu, charakterizované polem deformacı́ C[ a polem napětı́ Σ[Γ , resp.
σ], které je vystaveno vnějšı́mu zatı́ženı́ T, f a předepsanému posunutı́ u0, je v rovnováze,
pokud virtuálnı́ výkon externı́ch sil (levá strana rovnice) je roven virtuálnı́mu výkonu vnitřnı́ch
sil (pravá strana rovnice), tj. pokud pro libovolné virtuálnı́ pole posunutı́ ψ∈ TS, kde zároveň
d [(ψ) = 1

2Lψg, platı́ princip virtuálnı́ch pracı́
∫

∂ST
gx(T, ψ) ds +

∫

S
gx(f, ψ) dv =

∫

S
〈σ], d [(ψ)〉TxS dv . (28)

Uvažujeme-li nynı́ kvazistatický deformačnı́ proces popsaný trajektoriı́ v prostoru polı́ defor-
mačnı́ch tenzorů C[ : 〈t0, t〉 → M, pak vztah (28) musı́ platit pro každý bod této trajektorie.
Vyjádřı́me-li pak na základě vztahu (14) virtuálnı́ výkon vnitřnı́ch sil (pravá strana rovnice (28))
v prostoru M, dostáváme

[
δEi

δt
(C[

t , Σ[Γ
t )

]
(Ψ) = ΓC[(Σ]Γ, H]Γ(Ψ)) = 〈Σ[Γ, H]Γ(Ψ)〉T

C[
t
M , (29)

kde H]Γ∈ TC[
t
M, přičemž H]Γ(Ψ) ≡ H[(Ψ) = Φ∗

t [ d [(ψ)] a Ψ = Φ∗
t (ψ).

Abychom zı́skali princip virtuálnı́ch pracı́ v inkrementálnı́m tvaru, musı́me porovnat virtuálnı́
výkony vnitřnı́ch sil v dvou různých, po sobě jdoucı́ch stavech (C[

t , Σ[Γ
t ) v čase t, a (C[

t+dt, Σ[Γ
t+dt)

v čase t+dt. Protože tyto výkony jsou však vyjádřeny veličinami z tečných a kotečných prostorů
nad různými body C[

t a C[
t+dt prostoruM, jejich porovnánı́ lze uskutečnit jen pomocı́ paralelnı́ho

přenosu, v limitě pak pomocı́ kovariantnı́ derivace vzhledem k přı́růstku deformace ∂C[
t . Protože

pracujeme s časově závislými poli, časovou derivaci vektorového i kovektorového pole podél
trajektorie C[

t v prostoru M tak vyjádřı́me ve tvaru (srovnej (5))

D

Dt
=

∂

∂t
+∇∂C[

t (v) , (30)

kde v = Φ∗
t (v) ∈ TB a v ∈ TS (viz. (47), (51) a (54)).

Pro linearizaci virtuálnı́ho výkonu vnitřnı́ch sil (29) podél trajektorie C[
t pak platı́

D

Dt

〈
Σ[Γ, H]Γ(Ψ)

〉
T

C[
t
M=

〈
D

Dt
Σ[Γ, H]Γ(Ψ)

〉

T
C[

t
M

+

〈
Σ[Γ,

D

Dt
H]Γ(Ψ)

〉

T
C[

t
M

. (31)

Protože J = (Ct/G)
1
2 , pro prvnı́ člen pak s využitı́m vztahu (15) dostaneme〈

D

Dt
Σ[Γ, H]Γ(Ψ)

〉

T
C[

t
M

=
∫

B

〈
D

Dt
P ], H[(Ψ)

〉

TXB
dV

=
∫

S

〈
1
J

Φt ∗

[
D

Dt
P ]

]
, d[(ψ)

〉

TxS
dv . (32)

Vzhledem k tomu, že Ψ ∈ TB představujı́ testovacı́ funkce, a proto ∂/∂t(Ψ) = 0, lze druhý
člen na levé straně rovnice přepsat do tvaru

〈
Σ[Γ,

D

Dt
H]Γ(Ψ)

〉

T
C[

t
M

=
〈
Σ[Γ,∇∂C]Γ(v)H

]Γ(Ψ)
〉

T
C[

t
M =

〈
Σ[Γ, H]Γ(∇̃vΨ)

〉
T

C[
t
M

=
∫

S

〈
σ], d [(∇̂vψ)

〉
TxS

dv, (33)
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přičemž rovnost∇∂C[(v)H
]Γ(Ψ) ≡ ∇∂C]Γ(v)H

]Γ(Ψ) = H]Γ(∇̃vΨ) platı́ v důsledku samotné geo-
metrie, a ∇̃vΨ = Φ∗

t (∇̂vψ) ∈ TB představuje vyjádřenı́ kovariantnı́ derivace v konvektivnı́ch
souřadnicı́ch (srovnej (54) - (56)).
Dosazenı́m výrazů (32) a (33) do rovnice (31) tak zı́skáme

D

Dt

(
δEi

δt
(C[

t , Σ[Γ)

)
=

∫

S

〈
1
J

Φt ∗

[
D

Dt
P ]

]
, d[(ψ)

〉

TxS
dv +

∫

S

〈
σ], d [(∇̂vψ)

〉
TxS

dv . (34)

Pro linearizaci virtuálnı́ho výkonu externı́ch sil platı́

D

Dt

(
δEe

δt
(f, T )

)
=

(
∂

∂t
+ ∇̂v

)(∫

∂ST
gx(T, ψ) ds +

∫

S
gx(f, ψ) dv

)

=
∫

∂ST
gx(Ṫ , ψ) ds +

∫

S
gx(ḟ, ψ) dv + (35)

+
∫

∂ST
gx(T, ∇̂vψ) ds +

∫

S
gx(f, ∇̂vψ) dv ,

kde pro testovacı́ funkce ψ ∈ TS opět platı́ ∂/∂t(ψ) = 0.

Vzhledem k tomu, že ∇̂vψ∈TS a H]Γ(∇̃vΨ)∈TC[
t
M, platı́ na základě principu virtuálnı́nch

pracı́ rovnost ∫

∂ST
gx(T, ∇̂vψ)ds +

∫

S
gx(f, ∇̂vψ) dv =

∫

S
〈σ], d [(∇̂vψ)〉TxS dv , (36)

pomocı́ které ze vztahu (viz. (34) a (35))

D

Dt

(
δEe

δt
(f, T )

)
=

D

Dt

(
δEi

δt
(C[

t , Σ[Γ
t )

)
(37)

zı́skáme inkrementálnı́ princip virtuálnı́ch pracı́ pro neznámou ∂C[(v), resp. d[(v), ve tvaru
∫

∂ST
gx(Ṫ , ψ) ds +

∫

S
gx(ḟ, ψ) dv =

∫

S

〈 D
Dt

σ](v), d [(ψ)

〉

TxS
dv , (38)

kde (viz. (8) a (17))
( D
Dt

σ](v)

)ij

=

(
D

Dt
σ](v) + (dab gab) σ]

)ij

(39)

=
(
σ̇ZJ

)ij
+

1
2

(
g ab σ

abd ij + g abdab σ
ij − σ abdab g

ij
)
.

Vztah (38) samozřejmě platı́ pro libovolné virtuálnı́ pole posunutı́ ψ ∈TS. Vzhledem k definici
(5-6), časová derivace (39) představuje lineárnı́ funkcionál nad ∂C[(v), resp. d[(v) .

Vypočteme-li pak na základě inkrementálnı́ho principu virtuálnı́ch pracı́ ze zadaných přı́-
růstků vnějšı́ho zatı́ženı́ a předepsaného posunutı́ k danému deformovanému stavu tělesa C[

t

deformačnı́ přı́růstek ∂C[
t , pak nová, výsledná deformace C[

t+∆t se zı́ská zobrazenı́m tohoto
deformačnı́ho přı́růstku z výchozı́ho stavu C[

t do prostoru polı́ deformačnı́ch tenzorů M – tj.
zobrazenı́m vektoru ∂C[

t z tečného prostoru TC[
t
M v bodě C[

t do prostoru M. Toto zobrazenı́
lze formálně zapsat geometricky, pomocı́ obecné formule

C[
t+∆t = expC[

t

[
∆t ∂C[

t

]
. (40)

Pro náš prostorM byl jejı́ konkretnı́ tvar odvozen v práci [Freed et al. 1989], Theorem 2.3. Pro
euklidovské prostory se pak tato formule redukuje na prosté sčı́tánı́.
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6. Závěr

Na zákadě formulace kinematiky kontinua v rámci nekonečně dimenzionálnı́ Riemannovy
diferenciálnı́ geometrie byla odvozena časová derivace pole napětı́ a inkrementálnı́ podoba
principu virtuálnı́ch pracı́, a byl naznačen obecný postup řešenı́ úlohy s konečnými deformacemi.

7. Poděkovánı́

Přı́spěvek byl připraven v rámci výzkumného záměru AV0Z20710524 .
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Přı́loha: Velmi stručný přehled kinematiky kontinua

Necht’těleso B zaujı́má souvislou oblast 3-dimenzionálnı́ho Euklidovského prostoru E3, který
budeme dále pojı́mat jako Riemannovu varietu E3 [Dodson et al. 1997, Frankel 1997]. Defor-
maci tělesa, kterou globálně popı́šeme pomocı́ difeomorfismu Φ : B → E3, charakterizuje
z lokálnı́ho hlediska pole tenzoru deformacı́ – nejčastěji pravých Cauchyho-Greenových de-
formačnı́ch tenzorů C[. Označı́me-li totiž symbolem g metriku na E3, tj. dostatečně hladké,
symetrické, pozitivně definitnı́, kovariantnı́ tenzorové pole druhého řádu, pak jeho hodnota v li-
bovolném bodě x ∈ E3 představuje tenzor, který definuje skalárnı́ součin vektorů s počátkem
v tomto bodě – a tedy i geometrii okolı́ tohoto bodu. Skalárnı́ součin dvou vektorů u, v ∈ TxE3,
s počátkem v bodě x lze vyjádřit vztahy

gx(u, v) : = gij uivj = uj vj ≡ 〈u], v〉TxE3 . (41)

Metrika g kromě toho umožňuje zavést zobrazenı́ g :TxE3 → T ∗
xE3 pomocı́ vztahu

g(u, v) = 〈gu, v〉TXB , (42)

takže každému vektoru u lze přiřadit asociovaný kovektor u[ = gu , a naopak, každému
kovektoru a asociovaný vektor a] = g−1a .

Pole pravých Cauchyho-Greenových deformačnı́ch tenzorů pak popisuje geometrii deformo-
vaného tělesa z hlediska pozorovatele pevně spojeného s nedeformovaným tělesem, což právě
vyjadřuje výraz

C[ = Φ∗(g), tj. C [ = GFTF = GC , (43)

kde pomocı́ G označı́me metriku na referenčnı́ konfiguraci B.
Podobně, pro pole Piolových deformačnı́ch tenzorů zı́skáme z kontravariantnı́ho pole g]

asociovaného s metrikou g vztah

B] = Φ∗(g]), tj. B] = F−1F−TG−1 = BG−1 . (44)

Použitá operace pull-back Φ∗, a k nı́ inverznı́ operace push-forward Φ∗, přirozeným způsobem
transformuje tenzorová pole nad B a E3 (viz. [Fiala 2001, Fiala 2003]).

Uvažujme nynı́ deformačnı́ proces, tj. časovou posloupnost difeomorfismů Φt : B → E3,
a označme symbolem S = Φt(B) aktuálnı́ konfiguraci. Pro obecné tenzorové pole θ nad E3 pak
platı́ (

∂

∂t
+ Lvt

)
θ = Φt ∗ ◦ d

dt
Φ∗

t (θ) , (45)
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kde symbol Lvt označuje Liovu derivaci vzhledem k Eulerovu poli rychlostı́ vt . V našem
přı́padě, kdy použı́váme časově závislá tenzorová pole, je třeba ji modifikovat parciálnı́ časovou
derivacı́ ∂t na tvar [Abraham et al. 1988, Frankel 1997]

Lvt: =
∂

∂t
+ Lvt . (46)

Přitom platı́ [Frankel 1997]
(

∂

∂t
+ Lvt

)
g = Lvt g = 2

[
(∇̂vt)

[
]

sym
= 2d [, (47)

kde
(∇̂vt)

[ = (vt)i|j dxi ⊗ dxj, (48)

a zároveň (
∂

∂t
+ Lvt

)
g] = Lvt g] = 2

[
(∇̂vt)

]
]

sym
= −2d ], (49)

kde nynı́
(∇̂vt)

] = (vt)
i|j ∂xi ⊗ ∂xj. (50)

Symbol ∇̂ označuje kovariantnı́ derivaci asociovanou s metrikou g v E3. Pozorovatel spojený
s vlastnı́m tělesem pak veličiny 2d [ a −2d ] z pravých stran rovnic (47), (49) interpretuje jako
∂C[ a ∂B]

∂C[ : =
∂

∂t
C[ = 2Φ∗

t d
[ (51)

∂B] : =
∂

∂t
B] = −2Φ∗

t d
]. (52)

Pokud vyjádřı́me Eulerovo zrychlenı́ at pomocı́ nástrojů prostoru E3, zı́skáme dalšı́ užitečný
vztah [Marsden et al. 1993]

at =

(
∂

∂t
+ ∇̂ċ

)
vt , (53)

ve kterém c(t) = Φt(X) reprezentuje trajektorii zvoleného bodu X ∈ B v prostoru E3,
a ċ = vt . Kovariantnı́ derivace ∇̂ċ θ podél trajektorie – obecně libovolného tenzorového pole
θ v E3, vyjadřuje rychlost změny tenzorové veličiny θ(x) v bodě x, když bodem x = c(t)
přecházı́me ve směru a rychlostı́ danou odpovı́dajı́cı́mu tečnému vektoru vt(x) = ċ(t).

Protože Cauchyho-Greenovo tenzorové pole C[ představuje konvektivnı́ metriku na tělese
B, (prostor B s metrikou C[ je dı́ky zobrazenı́ Φt izometrický s prostorem S s metrikou g), dále
platı́ [Simo et al. 1988]

∂C[ = Lvt C[ = 2
[
(∇̃vt)

[
]

sym
(54)

∂B] = Lvt B] = 2
[
(∇̃vt)

]
]

sym
, (55)

kde ∇̃ = Φ∗
t (∇̂) označuje kovariantnı́ derivaci asociovanou s konvektivnı́ metrikou C[ prostoru

B, a Lvt = Φ∗
t (Lvt), přičemž vt = Φ∗(vt) ∈ TB označuje konvektivnı́ pole rychlostı́. Pokud

zavedeme konvektivnı́ pole zrychlenı́ at = Φ∗(at)∈ TB, zároveň také platı́

a t =

(
∂

∂t
+ ∇̃vt

)
vt . (56)
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