
MODEL OF TOTAL KNEE REPLACEMENT 

J. K en1, L. Hyn ík2, K. Koudela3

Summary: The problem of the non-Newtonian fluid flow is solved. The basic 

equations are derived based on the Newtonian-fluid flow but using special 

constitutive equation for the viscosity. The spatial discretization is done using the 

finite element method (FEM). The algorithm is tested on a simple axial-symmetric 

flow in a horizontál tube and comparison to Newtonian fluid is stated. Application 

for the synovial fluid flow modeling in the total knee replacement is presented. 

The model is simplified as a planar model and the pressure distribution due to the 

interaction between femur and tibia in the synovial fluid is computed. 

1. Úvod

Totální náhrada kolenního kloubu (tzv. aloplastika) je metoda lé by t žce destruovaných 
kolenních kloub , která má za sebou více než 120 let vývoje chirurgických technik, 
biomechanických koncept  a materiálových studií. Cílem tohoto snažení je co nejúpln jší 
rekonstrukce funkce kolenního kloubu. Hlavními atributy jsou pohyb, stabilita a pochopiteln
bezbolestnost. Nej ast jšími indikacemi pro implantaci totální náhrady je pokro ilá artróza, 
destrukce kolenního kloubu p i revmatoidní artritid , tumoru a posttraumatických stavech.  

                    
           Obrázek1 Aloplastika kolenního kloubu              Obrázek2 MKP model náhradního kloubu  
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Koleno je nejnamáhan jším a biomechanicky nejsložit jším kloubem lidského t la. 
Nesoust edné zak ivení kondyl  femuru, relativn  m lké št rbiny kondyl  tibie spolu 
s funk ním vlivem vazivového aparátu umož ují kolenu pohyby ve všech t ech osách 
sou adnicového systému v etn  rotací. Jedná se vždy o relativní pohyb ve vazb  femuru 
s tibií. Je z ejmé, že p i modelování um lé náhrady kolenního kloubu musíme vyjít p edevším
z p irozené funkce fyziologického intaktního kloubu. Z pohledu matematického modelování 
aloplastiky kolenního kloubu se tedy musíme zajímat o kinematicko-geometrické pom ry
vazby femur-tibie (relativní pohyb), statické a dynamické namáhání tohoto komplexu 
(p edevším femurotibiální kontaktní síla) a tribologické pom ry um lé náhrady kolenního 
kloubu (kompletní kolenní náhrada je znázorn na na obr. 1, odpovídající MKP model náhrady 
je uveden na obr. 2). 

2. Fyzikální model kolenní náhrady 

Prostorový fyzikální model aloplastiky kolenního kloubu je znázorn n na obr. 2. S ohledem 
na složitost a komplikovanost ešení celého problému se v tomto p ísp vku omezíme pouze 
na rovinný model aloplastiky. Pro posouzení tribologických pom r  náhrady m žeme 
p ijmout rovinný model znázorn ný na obr. 3. Tento model p edstavuje rovinný problém 
dotyku dvou pružných válc , který je p eveden, p i zachování relativní k ivosti, na model 
pružný válec a dokonale tuhá rovinná podložka (u intaktního kolena tento model dob e
vyhovuje dotyku laterálních kondyl  femuru a tibie). Pokud vyjdeme z teorie pružného 
poloprostoru zatíženého osam lou silou, tak tlouš ku filmu synoviální kapaliny )t,x(h

v míst x  m žeme vyjád it ve tvaru (K en, 1979) 
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kde ),(,32 txw  je deformace interagujících 

válc  a R  je polom r k ivosti náhradního 
válce. Vyjád íme-li tyto deformace na základ
teorie pružného poloprostoru (ší ka deforma ní
plošky je podstatn  menší než polom ry válc ), 
tak získáme rozložení tlouš ky synoviální 
kapaliny podél osy x  ve tvaru (K en, 1979) 
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   Obrázek3 Rovinný model náhrady kolena       kde pro R a E platí 
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Ve vztahu (2) je E  náhradní (ekvivalentní) Yong v modul pružnosti, ),( tp  je rozložení 

tlaku mezi válci ve stykové oblasti a funkce )(0 th  je minimální vzdálenost tuhého válce od 

rovinné podložky, 2 b  je ší ka kondyl . Ješt  podotkn me, že síla F  (obr. 3) odpovídá 
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femorotibiální síle, resp. je to síla, kterou je náhradní válec p itla ován k rovinné podložce a 
která je v rovnováze s výslednou tlakovou silou v synoviální kapalin . Velikost této síly se 
pohybuje v rozmezí cca 2,8 až 4,3 násobku vlastní tíhy lidského t la (v závislosti na pohybu – 
ch ze, b h, ch ze do schod  atd.; Rybka et al., 1993).   

Kinematicko-geometrické pom ry fyzikálního modelu kolenní náhrady samoz ejm
vyplývají z pohybu fyziologického intaktního kolena. P esné ešení této problematiky je však 
velmi složitým problémem, který by sám o sob  vyžadoval samostatné korektní ešení. P i
definování pohybu kloubu se proto obvykle spokojujeme s odhadem pot ebných
kinematických závislostí. Geometrické pom ry modelu v dotykové oblasti válc  se však dají 
pom rn  dob e definovat s tím, že bu  vhodn  p ímo zvolíme aproxima ní k ivky 
spoluzabírajících kondyl  femuru a tibie (nap . elipsa a kružnice) nebo nap . využijeme 
sagitálního rentgenového snímku kolene a nebo provedeme 3D naskenování komponent 
aloplastiky. Potom odm íme vybrané body obrys  kondyl  a p íslušnou množinu bod
proložíme regresními k ivkami (m žeme nap . použít Bézierovy-Bernsteinovy polynomy). 
Podmínku záb ru k ivek komponent kolena je potom možné vyjád it ve tvaru 

)()( 313212 vu DC
rTrT ,

dv
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du

ud gf )()( 11 rr
, (3) 

kde DC  je dotykový bod zabírajících k ivek, ijT  jsou p íslušné transforma ní matice 

(transformace z prostoru j  do i ) a jr  jsou polohové vektory bod C a D v p íslušném 

prostoru. Druhý len potom vyjad uje spole nou te nu k ivek v dotykovém bod . Vztahy (3) 
p edstavují soustavu ty  nelineárních transcendentních rovnic pro neznámé parametry )(u ,

)(v , )( , )( , kterou ešíme nap . Newtonovou-Raphsonovou metodou. Na základ

znalosti k ivek )(1 ufr  a )(1 vgr  m žeme potom definovat jejich k ivosti. 

3. Proud ní nenewtonských kapalin 

Další úlohou ešení uvedeného problému tribologie kolenní náhrady je ur ení rozložení tlaku 
v synoviální kapalin . Rozložení tlaku v této kapalin  je vstupem do rovnice (2) a p ímo se 
podílí na deformaci náhradního válce. Úloha se však pon kud komplikuje, nebo  synovie je 
nenewtonskou kapalinou, tj. její dynamická viskozita je obecn  funkcí smykové rychlosti, 
resp. tenzoru rychlosti deformace (nap . Fung, 1990). 

ídící rovnice pro ešení hydrodynamických úloh nenewtonských kapalin jsou odvozeny 
ze stejných princip  mechaniky jako proud ní Newtonovy kapaliny. P i izotermickém 
proud ní t chto kapalin se z ejm  bude nakonec jednat o rovnici kontinuity (bilance 
hmotnosti) a o Navierovu-Stokesovu rovnici, která vyjad uje bilanci hybnosti na úrovni 
jednotkového objemu kapaliny. Respektování konkrétního typu vlastností kapaliny je potom 
vyjád eno p íslušným konstitutivním vztahem. Samoz ejm  tento systém rovnic musí být 
obecn  dopln n p íslušnými po áte ními a okrajovými podmínkami. 

Uvažujme pro jednoduchost izotermické, laminární a nestacionární proud ní nestla itelné
nenewtonské kapaliny. P i odvození pohybové rovnice této kapaliny vyjdeme nap .
z 1. impulsové v ty pro soustavu hmotných bod , která musí platit i v rámci mechaniky 
kapalin. Platí tedy ( DtD  materiálová derivace,  - oblast proud ní kapaliny) 
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ii FdVv
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D
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kde  je m rná hmotnost kapaliny, iF  jsou složky vektoru výsledné vn jší síly p sobící na 

p íslušný objem kapaliny (objemové a povrchové síly), iv  jsou složky vektoru rychlosti. Za 

p edpokladu, že element hmotnosti dVdm  nezávisí na ase, m žeme rovnici (4) vyjád it
ve tvaru 
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Zde ia  je z ejm  složka vektoru výsledného zrychlení uvažovaného elementu dm  kapaliny, 

pro kterou platí ( jx  - Eulerovy sou adnice) 
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Vyjád íme-li dále složky vn jší síly kontinua ve tvaru (objemové a povrchové síly) 

dSndVfF jijii  (7) 

a budeme-li na druhý len tohoto vztahu aplikovat Gaussovu-Ostrogradského v tu, tak 
m žeme pohybovou rovnici (4) vyjád it ve tvaru 
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resp. po dosazení za ia  ze vztahu (6) a se zohledn ním, že tato pohybová rovnice platí pro 

libovolnou oblast , dostáváme základní tvar Navierovy-Stokesovy rovnice. Platí 
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          U uvažovaného kontinua musíme dále vyjád it bilanci hmotnosti. P íslušnou rovnici 
kontinuity píšeme v obecném tvaru, tj. platí (nap . K en & Rosenberg, 2002) 

0)( i

i

v
xt
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Pro další ešení je nutno p edpokládat, že známe konstitutivní vztah uvažované nenewtonské 
kapaliny. P i psaní základního tvaru konstitutivního vztahu je p irozené vyjít z modelu 
Newtonovy kapaliny. Tuto relaci zapíšeme obecn  ve tvaru 

ijijij Tp , (11) 

kde )( iijij vTT  je disipa ní ást tenzoru napjatosti (také se používají termíny p ídavné nap tí, 

zvláštní nap tí) a tento tenzor je jistou funkcí rychlostního pole kapaliny, resp. smykové 
rychlosti. 
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Omezme se dále na ešení nestacionárního, izotermického a laminárního proud ní
nestla itelné vazké nenewtonské kapaliny s konstantní m rnou hmotností ( .konst ). Po 
dosazení konstitutivního vztahu (11) do pohybové rovnice (9) je takto definovaná úloha 
hydromechaniky popsána následujícím systémem rovnic a podmínek: 

Navierova-Stokesova rovnice 
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rovnice kontinuity 
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, T,t 0 , x ; (13) 

okrajové a po áte ní podmínky 

)t,x(v̂)t,x(v ii , T,t 0 , 1x ;

ijijijjij nTpn ˆ)( , T,t 0 , 2x ; (14) 

)x(v̂),x(v ii

00 , 0t , x .

Zde st íška ozna uje danou veli inu a 21,  jsou disjunktní ásti hranice 

( 21 ) oblasti . Neznámé v takto definované úloze jsou )}t,x(p),t,x(v{ i  a 

ešíme tzv. smíšenou úlohu (rychlost i tlak v kapalin ešíme sou asn ).

Pro odvození slabého ešení uvedené úlohy hydromechaniky budeme aplikovat 
Galerkinovu metodu. Za p edpokladu, že testovací funkce 21

0
,

i Wp,v  jsou definovány na 

uzáv ru oblasti , tak výchozí integrální identity Galerkinovy metody mají tvar 

0dxvf
x

T

x

p

x

v
v

t

v
ii

j

ij

ij

i
j

i , 0
i

i

x

v
p , (15) 

resp. po úprav  pomocí Greenovy v ty (t etí a tvrtý len v hranaté závorce) p ejdou tyto 
integrální identity do tvaru 
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Další ešení je již jednozna n  závislé na volb  vlastního nelineárního konstitutivního vztahu, 
tj. jakou funkci p ídavného nap tí )( iijij vTT  použijeme u p íslušné nenewtonské kapaliny. 

P ímo se p irozen  nabízí použít formáln  stejný konstitutivní vztah, který se aplikuje u 
Newtonovy kapaliny. V této spojitosti se potom hovo í o tzv. zobecn né newtonské kapalin ,
jejíž nelineární konstitutivní vztah se uvažuje ve tvaru (nap . Böhme, 2000) 

ijij DT )(2 , (18) 
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kde )(21 ijjiij xvxvD  je tenzor rychlosti deformace a 22 2 ijDtr  je smyková 

rychlost kapaliny. Nedílnou sou ástí tohoto konstitutivního vztahu je znalost funkce viskozity 
)( , která se odvozuje z výsledk  experimentálního m ení na viskozimetrech. Velmi 

rozší eným modelem je tzv. mocninový model kapaliny, kdy se funkce viskozity obvykle volí 
ve tvaru (nap . Lai et al., 1993, Pnuli & Gutfinger, 1992) 

1
20)( nI  , (19) 

kde 0  je konstantní složka viskozita (konzistentní faktor), n  je index mocniny (vyjad uje

odchylku od Newtonovy kapaliny, pro kterou z ejm  platí 1n ) a ijij DDI 212  je druhý 

invariant tenzoru rychlosti deformace (1. invariant je nulový, závislost na 3. invariantu nebyla 
zjišt na, resp. u rovinného proud ní se závislost na 3. invariantu neprojeví). 

Zabývejme se dále pouze modelem zobecn né newtonské kapaliny. Dosadíme-li 
konstitutivní vztah (18) do integrální identity (16), dostaneme slabé ešení uvažované úlohy 
hydomechaniky nenewtonské kapaliny ve tvaru  
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4. Proud ní synoviální kapaliny 

Další úlohou ešení uvedeného problému tribologie kolenní náhrady je ur ení rozložení tlaku 
v synoviální kapalin . Z matematického hlediska se jedná o ešení siln  vázané úlohy 
interakce nenewtonské kapaliny s poddajným válcem a s volnou hranicí interagujících 
kontinuí (obr. 3, neznáme polohu hranice b,a  kapaliny, neznáme dop edu deformaci 
náhradního válce – hranice interakce). Hned zde poznamenejme, že vlastní úlohu interakce 
ešíme nesdruženou metodou. 

                                                                                                                        

Obrázek4 Funkce viskozity synoviální kapaliny 
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P i ešení úlohy proud ní synoviální kapaliny v modelu kolena (obr. 3) vyjdeme ze 
slabého ešení problému (20) a ze známého konstitutivního vztahu synoviální  kapaliny. Pro 
další ešení je tedy nutno znát funkci viskozity )(  synoviální kapaliny. Zde se asto 
využívají dv ty parametrické funkce, které jsou známé pod názvy Carreau v  ( 0 = 35 N 
s m-2,  = 0, c = 0.09 s-1, m = 0.35) a Cross v ( 0 = 24 N s m-2, = 0, c = 0.05 s-1, m = 
0.7) model synoviální kapaliny (obr. 4). Funkce viskozity mají tvar (Fung, 1993) 

           Carreau v model:                                                  Cross v model: 

1
m/22

C

0 ;
m

C1
0 . (21)   

Dále je nutno ješt  doplnit okrajové podmínky (14). Up esn né okrajové podmínky mají 
pro uvažovaný model kolenní náhrady (obr. 3) tvar (nadále p edpokládáme .konst )

)t,x(v̂)t,x(v ii , T,t 0 , 1x ;

(22)

ijijijjij
ˆn)Tp(n ,    resp. 0

bx
bxax dx

dp
pp , T,t 0 , 2x .

5. Prostorová a asová diskretizace problému 

Nyní provedeme prostorovou diskretizaci oblasti vypln né synoviální kapalinou pomocí 
MKP. Omezíme se p ímo na rovinné proud ní synoviální kapaliny. P i použití 
izoparametrických interpola ních funkcí jsou složky rychlosti ( vvuv 21 , ) a tlak  p

aproximovány vztahy (nap . K en et al., 2001) 
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vNuN
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kde N (kvadratické funkce) a H (lineární funkce) jsou sloupcové matice interpola ních funkcí 
definované lokáln  pro každý element a u,v,p jsou sloupcové matice uzlových hodnot složek 
rychlosti a tlaku. Dosazením diskretizace (23) do vztah  (20) získáme t i systémy rovnic, 
které zapíšeme v maticovém tvaru ( .konst , konstrukce p íslušných matic je evidentní 
z výše uvedených vztah ). Platí
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Vyjád íme-li dále asovou zm nu rychlosti pomocí dop edného diferen ního schématu 
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m žeme p edchozí soustavu rovnic (24) zapsat v kompaktním maticovém tvaru 
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kde n je asová hladina a tento maticový zápis p edstavuje soustavu nelineárních 
algebraických rovnic, kterou ešíme Newtonovou-Raphsonovou metodou na každé asové 
hladin . Dosud nedefinované matice  ve vztahu (26) mají tvar 
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P i zkráceném zápisu soustavy rovnic (26) ve tvaru (x reprezentuje vektor neznámých úlohy 
proud ní)

)()1()1( nnn
fxK ,  (29) 

je itera ní postup výpo tu ízen vztahy (n – asová hladina, r – itera ní krok uvnit  aktuální 
asové hladiny) 
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tj. rychlosti a tlaky ve vektoru )(),n( 0
f jsou „konstanty“ napo tené z koncových hodnot 

v p edchozí asové hladin  a v pr b hu iterace na aktuální asové hladin  se nem ní. 
Jacobiova matice má potom tvar 
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6. Numerické ešení modelových úloh 

Podle výše uvedeného postupu ešme nejd íve proud ní nenewtonské kapaliny v tuhé trubce. 
Numerické výsledky získané pro laminární, stacionární a izotermické proud ní vazké 
kapaliny jsou graficky znázorn né na obr. 5 (validace a verifikace metody ešení).
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Obrázek5 Rozložení rychlosti (vlevo) a tlaku (vpravo), proud ní v trubce 

Dle výše uvedeného postupu ešíme dále problém interakce synoviální kapaliny (synovie) 
s deformovatelným válcem náhradního modelu (obr. 3, femorotibiální spojení v kolenním 
kloubu). Tento problém interakce ešíme nesdruženou metodou, jejíž algoritmus se rozpadá 
na relativn  samostatné ešení proud ní synoviální kapaliny a na ešení deformace válce. 
Dosažené ilustrativní výsledky na vybrané asové hladin  jsou graficky zpracovány na obr. 6 
až obr. 8. 

                

                                                      Obrázek6  Tlouš ka mazací vrstvy synovie 
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Obrázek7 Rozložení tlaku v kontaktní oblasti                    Obrázek8 Závislost síly )h(F 0

P i ešení je respektována zm na dynamické viskozity synovie a je hledána poloha 
náhradního válce tak, aby byla spln na podmínka nulové derivace tlaku na výstupu z kanálu 
modelu totální náhrady kolenního kloubu (aloplastiky). Ilustrativní výsledky jsou graficky 
zpracovány pro lov ka o hmotnosti 70 kg, který krá í pomalou ch zí ( 3  rad/s, 

0yx vv , 000 yx vv ).

7. Pod kování 

P ísp vek byl vypracován za podpory výzkumného zám ru MŠMT R, který je registrován 
pod íslem MSM 4977751303.
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