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Summary: The study of the stress and displacement fi eld near the semi-infi nite 

crack tip terminating perpendicular to the interface between two orthotropic ma-

terials is considered in this paper. Using an anisotropic complex method, the pres-

ent analysis gives singularity exponents and − as the solution of an eigenvalue 

problem and as the root of some nonlinear equation. This leads to a closed-form 

expression for stresses and displacements. The matrix of the eigenvalue problem 

depends on the number of layers at the singular point, their relative elastic proper-

ties and the boundary conditions such as free surface or bonded interface close to 

the crack tip. While the is associated to the singular solution of the semi-infi nite 

crack problem, the − is associated to the auxiliary solution. The auxiliary solution 

features stronger singularity and can be used to determination of  the generalized 

intensity factor by the ψ-integral.

1. Úvod 

Nejstarším a v inženýrských problémech používan jším formalismem popisu rovinné deforma-
ce anizotropních prost edí je formalismus Lechnického, viz. Lechnicky (1950, 1957). Lechnic-
kého formalismus je v podstat  zobecn ním Muschelišviliho teorie, viz. Muschelišvili (1953) 
komplexních potenciál  rovinné izotropní pružnosti a vychází z p edpokladu, že nap tí závisí 
pouze na sou adnicích x1 a x2 . Z tohoto d vodu, ve vztazích vycházející z Lechnického teorie 
vystupují prvky redukované matice poddajnosti. Naopak je tomu u Strohova formalismu, který 
vychází z prací Eshelby, Read & Shockley (1953). Stroh v formalismus vychází z p edpo-
kladu, že posuvy ui , kde i =1 2 3, ,  závisí na sou adnicích x

1
 a x

2
a tudíž místo prvk  matice 

poddajnosti, vystupují ve vztazích vycházející ze Strohova formalismu prvky matice tuhosti. 
Výhodou Strohova formalismu je jeho matematická elegance a potenciál v ešení dvourozm r-
ných anizotropních elastických problém .

V p ípad  obecné rovinné anizotropní pružnosti je nutné uvažovat všechny složky tenzoru 
nap tí a deformace. Každý anizotropní materiál je charakterizován t emi komplexními ísly i ,
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kde i =1 2 3, , , a jejich komplexn  sdruženými prot jšky. ísla i  jsou vlastní ísla matice typu 
3×3, jejíž prvky závisí na elastických konstantách materiálu. K zjednodušení dochází, jakmile 
matice tuhosti p íp. poddajnosti vykazuje roviny symetrie, jak je tomu nap . u ortotropních 
materiál . V takovém p ípad  se po et charakteristických ísel materiálu sníží na dv  a nenulo-
vé složky tenzoru nap tí p íp. deformace se sníží pouze na ij resp. ij , kde i j, ,=1 2 .

Singulární pole nap tí a posuv  v okolí vrcholu trhliny je výhodné vyjád it jako funkce polár-
ních sou adnic r  a 

u
i
 = hr δg

i
(θ ), σ

i
 = hr δ − 1F

i
(θ ),

kde exponent singularity δ je ešením problému vlastních ísel matice A
ij
 (i, j = 1, 2), jejíž 

prvky závisí na okrajových podmínkách v okolí vrcholu trhliny a zobecn ný koefi cient inten-
zity nap tí h závisí na vn jším zatížení a geometrii t lesa. Krom  jiného, je znalost singulární 
ásti pole nap tí a posuv  nutná p i lomov  mechanických výpo tech  pomocí MKP, vzhledem 

k obtížnému posouzení koncentrace nap tí v blízkém okolí ela trhliny. Naopak, analytické 
ešení nabízí jen omezené možnosti v popisu vliv  geometrie a zatížení t lesa. Jako optimální 

možnost získání p esných hodnot nap tí a deformací p ed elem trhliny se jeví využití kombi-
nace obou metod.

Singulární popis pole nap tí a posuv  se získá pomocí anizotropních komplexních potenciál
zobecn né rovinné pružnosti. Problém vlastních ísel matice A

ij
 , kde i, j = 1, 2, vede na ešení

nelineární rovnice, jejíž nejmenší kladný ko en je exponent singularity δ. Zobecn ný sou initel
intenzity nap tí h se m že ur it nap . pomocí tzv. ψ-integrálu, kdy se využívá jeho nezávislosti 
na integra ní cest . Avšak k vyjád ení hodnoty ψ-integrálu je nutná znalost tzv. pomocného 
ešení charakterizované exponentem singularity –δ. Podobn  jako exponent singularity δ, je 

také exponent singularity pomocného ešení –δ ko enem výše zmín né nelineární rovnice, viz. 
Babuska & Miler (1984).

2. Formulace a ešení problému

P ísp vek si klade za cíl analýzu napjatosti v okolí vrcholu polonekone né trhliny kolmé na 
rozhraní dvou ortotropních materiál  (viz. obr. 1). Sou adnicový systém je zvolen tak, že mate-
riál obsahující trhlinu se nachází v oblasti x2 0< . Oba materiály jsou homogenní a lineárn
elastické a pro nap tí a deformace platí Hook v zákon

i ij j

j

s=
=
∑
1 2 6, ,

, ( , , )i =1 2 6 , (1)

kde bylo použito pravidlo zkráceného indexování tenzor

1 11 2 22 6 12 21↔ ↔ ↔ ↔, ,

a kde sij  je matice poddajnosti. Vztah (1) platí pro p ípad rovinné napjatosti. V p ípad  rovinné 
deformace je nutné provést p epo et prvk  matice poddajnosti podle vztahu

′ = −s s
s s

s
ij ij

i j3 3

33

, ( , , , )i j =1 2 6 . (2)
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Oba ortotropní materiály jsou charakterizovány vlastními komplexními ísly i , Im( )i > 0 ,
kde i =1 2,  a Im(.) zna í imaginární ást komplexního ísla. ísla i  závisí na materiálových 
charakteristikách a jsou ko eny rovnice tvrtého ádu

4 1 2 22 1 0+ + =/ , (3) 

kde

= s

s

11

22

, = +2

2
12 66

11 22

s s

s s
. (4)

Rovnice (3) je zvláštním p ípadem charakteristické rovnice šestého ádu danou Lechnickým 
(1950). Pro ko eny i  charakteristické rovnice (3) se m že psát

1
1 4= +−i n m/ ( ) ,

2
1 4= −−i n m/ ( )  pro 1< < ∞ , (5a)

1
1 4= +− / ( )in m ,

2
1 4= −− / ( )in m  pro − < <1 1, (5b)

1 2
1 4= = −i /  pro =1 , (5c)

kde

n = +1

2
, m = −1

2
. (5d)

P ípad =1odpovídá materiálu s kubickou symetrií a p ípad = =1 odpovídá izotropnímu 
materiálu. Jde o tzv. degenerované p ípady anizotropie a jak bude z dalšího z ejmé, nelze na n
aplikovat Lechnického-Stroh v formalismus. Jeden ze zp sob ešení problém  s materiálo-
vou symetrií navrhl Suo et al. (1990). Ten je analogický Muschelišviliho metod  komplexních 
potenciál . V dalším se však bude p edpokládat, že ≠ 1.

Pro posuvy ui , nap tí ij  a výslednou sílu Ti  podél polop ímky vedoucí z po átku sou adnic

Obrázek. 1: Polonekone ná trhlina kolmá k rozhraní dvou ortotropních materiál .
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se m že psát

u A f zi ij j j

j

=
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭=

∑2
1

2

Re ( ) , T L f zi ij j j

j

= −
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭=

∑2
1

2

Re ( ) , (6a)

2
1

2

2i ij j j

j

L f z= ′
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭=

∑Re ( ) , 1
1

2

2i ij j j j

j

L f z= − ′
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭=

∑Re ( ) , (6b)

kde (.)′  zna í derivaci podle z j  a pro matice Aij  a Lij  platí

A =
+ +

+ +
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

s s s s

s s s s

11 1
2

12 11 2
2

12

12 1 22 1 12 2 22 2/ /
, L =

− −⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1 2

1 1
. (7) 

Nap tí v okolí vrcholu trhliny jsou úm rná výrazu r −1  a posuvy výrazu r , kde r  je vzdále-
nost od ela trhliny a  je u trhliny kolmé k rozhraní dvou materiál  reálné íslo. Aby defor-
ma ní energie byla kladná, musí být také > 0 . Aby m la nap tí singulární charakter, musí 
dále platit, že <1. Exponent  závisí na lokální geometrii (tj. na charakteru zatížení povrch
trhliny a rozhraní obou materiál ) a na materiálových charakteristikách bimateriálu. Neznámý 
potenciál f zj j( )  z (6) se hledá ve tvaru 

f z zj

J

j

J

j

J

j

J( ) ( )= , ( j =1 2, , J I II III= , , ), (8)

kde j

J  je vektor komplexních koefi cient , horní index zna í p íslušnost k jednotlivým oblas-
tem bimateriálu a z j  se uvažuje v polárních sou adnicích (viz. obr. 1)

z rj

J

j

J= +( )cos sin . (9)

V okolí vrcholu trhliny musí být spln ny následující okrajové podmínky

Ti = 0  pro = −
2

3

2
, , (10a)

u ui

I

i

II= , T Ti

I

i

II=  pro = 0 , (10b)

u ui

II

i

III= , T Ti

II

i

III=  pro = . (10c)

Jejich spln ním pomocí vztah  (6a) se dostane soustava algebraických rovnic

K v 0( ) I = , (11)

kde 0ij  zna í nulovou matici 2×2 a vi

I  zna í dvourozm rný vlastní vektor matice Kij . Ten je 
ur en až na multiplikativní konstantu a m že být defi nován jako

v LI I I

h
= 1 Φ . (12)

Matice Kij
 má složitou strukturu a nebude zde uvedena. Aby soustava (11) m la ešení, musí 

platit
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det( ( ))K = 0 . (13)

Výraz (13) vede na nelineární rovnici, jejíž nejmenší kladné ešení 0  je hledaný exponent sin-
gularity. Jak již bylo zmín no výše, dalším ešením rovnice (13) je také hodnota − 0  pomocí 
níž se vyjád í tzv. pomocné ešení.

Dosazením 0  zp t do (11) se nalezne vlastní vektor vi

I , který odpovídá nulovému vlastnímu 
íslu matice Kij  a danému exponentu 0 . Podobn  to platí i pro − 0 . Ze znalosti vlastního vek-

toru vi

I  a jemu odpovídajícího exponentu 0  se dosazením do (8) pro oblast I dostane

f Z L vI I I Ih= ( ) ( )−1
, (14)

kde

Z I I Ir r= +( ) +( )⎡⎣ ⎤⎦diag cos sin , cos sin1 2 , pro − ≤ ≤
2

0 . (15)

Pomocí vi

I  a vztah  (6a), (10b) a (10c) se postupn  dostanou potenciály f II  a f III .

Poznámka: Nulové vlastní íslo dané matice Kij  a odpovídajícího exponentu 0  m že být 
dvojnásobné. Potom v hledání vlastních vektor  odpovídajících danému vlastnímu íslu mati-
ce mohou nastat dva p ípady. V prvním p ípad  jsou nalezeny dva lineárn  nezávislé vektory 

vi

I
a( )  a vi

I
b( ) , jejichž libovolná lineární kombinace tvo í hledaný vektor vi

I . Ve druhém p ípad
m že být nalezen pouze jeden vlastní vektor vi

I , p i emž krom ešení (14) je nutné uvažovat 
také ešení ve tvaru, Panagiotis et al. (1995)

f Z L v Z L vI I I I I I Ih r
d

d
= ( ) + ( )( )⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

− −

=

ln
1 1

0

.

2. Výpo et zobecn ného sou initele intensity nap tí - -integrál

Na základ  Bettiho recipro ního teorému platí 

σ σ σ σij j i ij j i ij j i ij j in u n u dl n u n u dl−( ) = −( )∫ ∫
Γ Γ1 2

, (16)

kde Γ1 , Γ2  jsou libovolné dv  integra ní cesty obklopující ko en trhliny, nj  je jejich vektor 
vn jší normály, σij  a ui  jsou pomocná pole nap tí a posuv , která vyhovují stejným lokálním 
okrajovým podmínkám a konstitutivním vztah m jako skute ná pole nap tí a posuv ij  a ui  .
Integrál (16) se ozna uje jako -integrál, viz Desmorat & Leckie (1998). Ze znalosti pomoc-
ného ešení σij  a ui , které se dostane dosazením − 0  a odpovídajícího vlastního vektoru vi

J

do vztah  (6) a limitním p echodem jedné z cest k vrcholu trhliny, nap . Γ1 , jej lze použít pro 
výpo et zobecn ného sou initele intensity nap tí h

h
c c

n u n u lij j i ij j i=
−

−( )∫
1

1 2 2

σ σ d
Γ

,
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kde konstanty c1  a c2  plynou z p íslušných substitucí a úprav, viz. Kotoul et al. (2006). Pomoc-
né ešení σij  a ui  je více singulární než ešení ij  a ui  popisující skute ný stav v okolí ko ene
trhliny. Proto je integrál p i integraci podél infi nitesimální cesty okolo ko ene trhliny kone ný.

3. Numerické výsledky

Pro ilustraci hodnot singularity pole nap tí a posuv  byly vybrány dva vláknové kompozity s 
materiálovými charakteristikami uvedenými v tabulce 1. Zkoumané bimateriály byly sestaveny 
tak, že ob ásti bimateriálu, tj. oblast I a III obsahující trhlinu a oblast II bez trhliny, byly ze 
stejného materiálu, ale s vlákny vzájemn  oto enými o úhel /2 (viz obr. 1, kde je sm r vláken 
ozna en adou šipek v pravé ásti obrázku). V tabulce 1 jsou materiálové charakteristiky ve 
sm ru vláken ozna eny indexem L, ve sm ru kolmém na vlákna T, p íp. Z. Krom  exponentu 
singularity jsou v tabulkách uvedeny také vlastní vektory p íslušející danému exponentu. Vek-
tory jsou normovány tak, že vektor vi

I  je jednotkový a zbývající vektory z n j následn  dopo -
teny. Symbol i = −1  zna í imaginární jednotku komplexního ísla.

Tabulka 1a: Materiálové charakteristiky, exponent singularity a vlastní vektory skute ného a 
pomocného ešení pro trhlinu kolmou na rozhraní dvou ortotropních materiál

E
L
 = 137 GPa E

T
 = E

Z
 = 10,8 GPa G

ZT
 = 3,36 GPa G

ZL
 = G

TL
 = 5,65 GPa 

TZ
 = 0,49 

ZL
 = 

TL
 = 0,238 

- vI vII vIII

0.249542539 0.3790973052-0.9170852279i 0.3790973051-0.1567081909i 0.9159917920+0.3817317217i

-0.1140869023-0.04716032573i -0.1140869024-0.2759909215i 0.04748805020-.1139508776i

-0.249542539 0.3812897317+0.9223889892i 0.3812897317+0.1576144783i 0.9212892381-0.3839393871i

-0.0570936837+0.0236009274i -0.05709368374+0.138116979i 0.0237649349+0.0570256117i

Tabulka 1b: Materiálové charakteristiky, exponent singularity a vlastní vektory skute ného a 
pomocného ešení pro trhlinu kolmou na rozhraní dvou ortotropních materiál

E
L
 = 225 GPa E

T
 = E

Z
 = 150 GPa G

ZT
 = 55 GPa G

ZL
 = G

TL
 = 56 GPa 

TZ
 = 0,31 

ZL
 = 

TL
 = 0,28 

- vI vII vIII

0.4658839267 0.5263052556-0.5859684752i 0.5263052557-0.4727169542i 0.6389069269-0.4606020109i

-0.4583969904-0.4117231145i -0.4583969905-.05103619903i -0.3603241255-0.4998102051i

-0.4658839267 0.6444758468+0.7175350461i 0.6444758466+0.5788553402i 0.7823598289+0.5640202618i

-0.1965458537+0.1765334746i -0.1965458537+0.2188266151i -0.1544953676+0.2143024228i

4. Záv r

Byl popsán postup vedoucí k nalezení singulárního ešení pro pole nap tí a posuv  v okolí 
ko ene trhliny kolmé na rozhraní dvou ortotropních materiál . Krom  skute ného ešení bylo 
popsáno tzv. pomocné ešení, pomocí n hož lze ur it zobecn ný koefi cient intenzity nap tí
pomocí ψ-integrálu.
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