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Summary: Growing fatigue cracks with a straight front in Al-alloy sheets of three 

different thicknesses 0.5 mm, 1 mm and 2 mm are modelled using three-

dimensional finite element method. FEM model is considered as elastic-plastic 

with kinematic hardening, small strain formulation, and contact algorithm which 

reflects the crack closing and opening. Some interesting parameters of stress–

plastic strain field ahead of the crack front (stress, plastic strain, strain energy 

density and plastic zone size) are studied. While the stress distribution under the 

free surface is not influenced by the specimen thickness, plastic strains are more 

intensive in the case of thinner specimens. 

1. Úvod
K predikci chování dlouhých únavových trhlin se dnes b žn  a s úsp chem používají metody 
a parametry lineární lomové mechaniky. V posledních deseti letech se však objevují pokusy o 
co nejv rn jší p ímé modelování skute né cyklické napjatosti a mechaniky cyklické plastické 
deformace v procesní oblasti p ed elem trhliny pomocí metody kone ných prvk . Tyto 
simulace jsou dosti náro né a leží zatím mimo oblast p ímého využití v praktických 
inženýrských výpo tech. Mohou být však užite né pro studium vlivu r zných faktor  na 
chování trhliny, nap . parametr  zat žujícího režimu a jejich náhlých zm n, vedoucích k 
do asné retardaci i urychlení trhliny, vlivu plastických vlastností materiálu, geometrie t lesa 
s trhlinou apod. I když nejvhodn jší nap ová nebo deforma ní kriteria se stále ješt  hledají, 
poda ily se dokonce i vcelku p esné odhady rychlosti ší ení trhliny p ímo z takových simulací 
(Fissolo et al., 2000).

P ísp vek navazuje na p edchozí 2D modely únavové trhliny za p edpokladu rovinné 
napjatosti i deformace (Oliva et al., 1997), 3D modely trhlin s p ímým (Oliva et al., 2001), 
nebo zak iveným elem (Oliva et al., 2003), nebo prostorové trhliny se smykovými okraji 
(Materna & Oliva, 2005) a je prvým pokusem o rozší ení t chto model  o další parametr 
tlouš ku t lesa. Nejde o to, že by tlouš ka n jakým zvláš  významným zp sobem ovliv ovala
rychlost ší ení trhliny. Cílem je spíše dopln ní obecné p edstavy o skute né povaze namáhání 
materiálu na ele trhliny a stanovení meze použitelnosti 2D model .
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2. Simulovaná t lesa s únavovými trhlinami a MKP model 

Model p edpokládá plochá CCP t lesa o ší ce 2W = 58 mm a délce 2L = 180 mm s centrální 
rovinnou únavovou trhlinou s p ímým elem, rostoucí v tahovém módu až na kone nou
modelovou délku a = 6.525 mm. Tlouš ka t lesa je 2 mm, resp. 1 mm, resp. 0,5 mm.
Mechanické vlastnosti odpovídají slitin  Al 2024-T42 s modulem pružnosti 70 GPa, Poiss. 
íslem 0,34 a kinematickým zpev ováním podle obr. 1. Zatížení je míjivé s maximální

hodnotou S = 44,96 MPa. Tomu odpovídá rozkmit faktoru intenzity nap tí
K = 6,72 MPa.m1/2. Parametry úloh odpovídají až na tlouš ku (6 mm) a tvar ela (zak ivený)

trhlin  ve vzorku P6 z prací (Kunz, 2001; Oliva et al., 2003). Práv  od uvedené hodnoty K

se za aly tvo it smykové okraje a trhlina za ala postupn  p echázet do smykového módu. 
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Obr. 2 Zavedení sou adného
systému v CCT t lese

Obr. 1 Zpev ování slitiny Al 2024-T42
(v inženýrských veli inách)

Zavedení sou adnic ukazuje obr. 2. Volný bo ní
povrch t lesa p edstavuje rovina z = 0. Symetrie
umožnila ešit pouze osminu t lesa (x, y, z > 0), 
když uzl m v rovinách symetrie byl zakázán kolmý
posuv. Výjimkou byla ást uzl  v rovin  symetrie
(x,z), která se nacházela na líci trhliny.
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Poloautomatickým generátorem byla nejprve vytvo ena 2D sí  v rovin  z = 0 podle obr. 3.
Nejjemn jší prvky (10 µm × 10 µm) se nacházely v okolí modelové dráhy postupu ela.
Vytažením 2D sít  do sm ru z po krocích: 4 × 2 µm, 3 × 4 µm, 3 × 10 µm, 9 × 50 µm, a dále 
po 100 µm až na pot ebnou polovinu tlouš ky, vznikla sí  šestist nných lineárních prvk ,
pot ebná pro 3D model trhliny s p ímým elem. Druhou líc trhliny simulovala tuhá kontaktní 
plocha, zabra ující uzl m na líci proniknout pod rovinu (x,z). 

Obr. 3  2D sí  v okolí ela

Po áte ní délka trhliny je a0 = 6,255 mm. P i elastoplastické simulaci se pravideln
st ídaly „aktivní“ zát žné cykly (s p edepsaným pohybem ela o délku jednoho prvku) 
a „hluché“ cykly (bez pohybu). Postup ela trhliny b hem aktivního cyklu byl realizován 
p íslušnou zm nou okrajových podmínek pro kolmé posuvy. B hem 40 modelových cykl
zatížení postoupila zavírající a otevírající se únavová trhlina až na kone nou délku a = 6.525 
mm. Všechny vyhodnocované veli iny se ode ítaly z výsledk  pro poslední hluchý cyklus. 
Tento postup vycházel z p edpokladu, že ustálená mechanika elastoplastické deformace na
ele stojící trhliny je blízká skute nosti, protože  zm ená rychlost ší ení trhliny iní ádov

jen setiny µm/cyklus. Simulace byly provedeny pomocí software MSC.Marc (verze 2005) za
p edpokladu malých deformací.

Pro správnou kvantitativní simulaci proces  na ele trhliny je d ležité, aby kone né prvky 
byly v oblasti plastické zóny dostate n  malé. Popsaný model tomuto požadavku p íliš
nevyhovuje, protože cyklická plastická deformace se ve st edu tlouš ky t lesa odehrává jen v 
rozsahu jednoho, dvou prvk  p ed elem. Cílem simulací nebylo však získání co
nejp esn jších íselných hodnot vystupujících veli in, ale spíše kvalitativní porovnání 
jednotlivých veli in u r zn  tlustých t les a zachycení jednotlivých zajímavých trend .
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3. Výsledky výpo t  a jejich  diskuse

Nap ový cyklus 

Vliv tlouš ky t lesa na nap ový cyklus na ele únavové trhliny je dán efektem volného 
povrchu. Pr b h nejd ležit jšího normálového nap tí y v rovin  trhliny podél jejího ela v 
okamžiku maximálního zatížení a po odleh ení ukazují pro t lesa všech tlouš ek obr. 4 a 
obr. 5. Absence nap tí z u volného povrchu vede k tomu, že r st y se p i r stu zatížení
zastavuje na nízkých hodnotách (obr. 4), podobn  jako u 2D ešení za p edpokladu rovinné 
napjatosti. Vliv volného povrchu na zbytková nap tí po odleh ení není podle obr. 5 tak 
výrazný. Z obou obrázk  je však vid t, že ovlivn ní nap tí volným povrchem se projevuje jen 
do velmi malé hloubky ( ekn me 0,2 mm), a že je prakticky nezávislé na tlouš ce t lesa. To 
platí i pro ostatní složky nap tí. Nap ový cyklus ve v tší hloubce pod povrchem je u všech 
studovaných trhlin stejný a odpovídá 2D elastoplastickému ešení za p edpokladu rovinné 
deformace (Oliva et al., 2001). Jinak e eno, o p evládajícím stavu rovinné deformace na ele
trhliny, s charakteristickou trojosou napjatostí, lze p i dané geometrii a zatížení hovo it již od 
tlouš ky kolem 1 mm. Nap ový cyklus všude blízký rovinné napjatosti by bylo možno
naopak o ekávat až u tlouš ek menších než 0,1 mm, kdy by siln  ovlivn ná oblast zasahovala
celé elo. Pak by se ovšem trhlina pravd podobn  ší ila již ve smykovém módu a 
p edpoklady modelu by neodpovídaly skute nosti.
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Obr. 4  Pr b h nap tí y podél ela trhliny p i max. zatížení 
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Obr. 5  Pr b h nap tí y podél ela trhliny po odleh ení

Charakter cyklického namáhání na ele únavové trhliny v tahovém módu ukazují 
p ehledn  Mohrovy diagramy pro okraj a st ed ela trhliny ve 2 mm t lese - obr. 6 a 7. Na
v tšin ela jde o výrazn  trojosý cyklický tah-tlak s vysokou maximální hodnotou tahového 
nap tí y  v rovin  trhliny (obr. 6). V okrajové oblasti ela ovlivn né volným povrchem, nebo 
hypoteticky na celém ele trhliny ve velmi tenkém t lese, je toto nap tí více než 3x menší
(obr. 7). Nejv tší rozkmit smykového nap tí u volného povrchu vychází naopak o n co vyšší 
a p sobí v rovin  p lící úhel mezi rovinami  (x,y) a (x,z). 
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Obr. 6  St ed tlouš ky Obr. 7  Volný povrch 
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Deforma ní cyklus na ele trhliny

Otev ení modelových trhlin v relativn  velké vzdálenosti za elem (posuv uy) p i
maximálním zatížení ukazuje obr. 8. U volného povrchu se trhlina otevírá mén  než ve st ední
ásti ela a p i odleh ení se zde intenzivn ji zavírá (obr. 9). Tyto globální deforma ní

charakteristiky nejsou p íliš citlivé na tlouš ku t lesa.
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Obr. 8  Pr b h COD 10 µm od ela trhliny p i max. zatížení 

Obr. 9  Oblast zavírání únavové trhliny v t lese o tlouš ce 0,5 mm

Tvar statické plastické zóny ( py  0,002)  v rovin  trhliny p ed jejím elem ukazují obr. 10 
a 11 Samotné hodnoty relativního plastického protažení do sm ru zatížení py na ele jsou
vyneseny na obr. 12.  Celková úrove  této plastické deformace je relativn  nízká a s klesající
tlouš kou t lesa mírn  roste. U velmi tenkost nného t lesa s rovinnou napjatostí by byla 
výrazn  vyšší. Plastická deformace p ímo na volném povrchu vychází u všech tlouš ek
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p ekvapiv  dokonce ješt  nižší než ve st ední ásti ela, kde odpovídá rovinné deformací. V 
malé hloubce pod povrchem však py p ece jen vzroste a zhruba 20 µm od povrchu dosahuje 
absolutního maxima na celém ele. Tento efekt je známý a je popsán nap . v práci Daniewicz 
& Aveline (2000). 

Obr. 10  Pl. zóna v 2 mm tlustém t lese Obr. 11  Pl. zóna v 0,5 mm tlustém t lese
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Obr. 12  Pr b h plast. def. py podél ela trhliny v max. zatížení 

Ší ení únavové trhliny lze chápat jako pokra ující lokalizovanou nízkocyklovou únavu 
materiálu v jejím ko eni. Zajímav jší než naakumulovaná jednosm rná plastická deformace
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py je proto rozkmit plastické deformace py na obr. 13 (záporná hodnota rozkmitu je zde 
dána jen tím, že je po ítán ze zp tného plastického stla ení v odleh ovací polovin  hluchého 
cyklu).
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Obr. 13  P ír stek plast. def. py na ele trhliny p i odleh ení

Nejvyšší rozkmit plastické deformace na ele trhliny vykazuje op t t leso s nejmenší
tlouš kou. Velikost rozkmitu py však na rozdíl od py u všech tlouš ek plynule roste od 
povrchu sm rem do nitra t lesa. Poznamenejme, že u volného povrchu je i py mnohem
nižší, než by vyplývalo z odpovídající elastoplastické 2D úlohy za p edpokladu rovinné 
napjatosti (Oliva et al., 2001). B žná p edstava o rovinné napjatosti v okolí vyúst ní trhliny
s p ímým elem na volný povrch je správná jen co do charakteru napjatosti, nikoliv plastické 
deformace.

Z hlediska obecn jšího pohledu na mechaniku deformace p ed elem únavové trhliny je 
zajímavé porovnání „deforma ních“ výsledk  na obrázcích 12, 13 s „nap ovými“ obrázky 4 
a 5. Je vid t, že pr b hy nap tí podél ela na tlouš ce t lesa prakticky nezávisí, zatímco
pr b hy deforma ních veli in ano. Poškozující plastická deformace v daném míst  p ed
elem trhliny není tedy dána jen ustáleným nap ovým cyklem v tomto míst , ale souvisí 

z ejm  i s celkovým charakterem nap ového pole podél celého ela. Rozdíly mezi
studovanými p ípady nejsou veliké, ale výpo ty p ece jen ukazují, že kolem ela trhliny
v t lese o menší tlouš ce se plastická deformace rozvíjí snadn ji. ist  nap ové kritérium
pro predikci lokální rychlosti ela nemusí proto vždy vyhovovat, stejn  jako kritérium 
lokálního rozkmitu faktoru intenzity nap tí K, který charakterizuje napjatost jen v „místní“
rovin  kolmé na elo. V „elastickém“ pojetí lze vliv volného povrchu a tedy i tlouš ky
interpretovat jako zm nu nap ové singularity u vyúst ní ela (Nešp rek & Knésl, 2003). 
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Rychlost ší ení trhliny a disipovaná deforma ní energie

P ijmeme-li p edstavu nízkocyklové únavy na ele únavové trhliny, je možné pro odhad 
lokální rychlosti ela použít bu  kriterium Manson-Coffinova typu, založené na rozkmitu
plastické deformace podle Obr. 13 (Davidson & Lankford, 1983), nebo n jaké kriterium 
energetické, kterých se v poslední dob  objevila celá ada, nap . (Skelton et al., 1998; Pandey 
& Chand, 2003), a které odráží jak deforma ní, tak nap ové pole. Nap . podle Sihova 
p vodního modelu (Sih & Moyer, 1983) dochází p ed trhlinou k ukládání energie spojené 
s plastickou deformací, která poškozuje materiál. Trhlina se p i každém cyklu rozší í až tam,
kde hustota této energie (úrove  poškození) dosáhne jisté kritické hodnoty, vyplývající nap .
z b žných nízkocyklových únavových zkoušek. Pr b h hustoty této energie , ukládané 
v ko eni trhliny b hem jednoho zát žného cyklu, podél ela únavové trhliny ukazuje obr. 14,
který má (až na znaménko) podobný charakter jako obr. 13 pro rozkmit plastické deformace.
Podle obou p ístup  by se tedy p ímé elo únavové trhliny m lo v ten ím t lese ší it o n co
málo rychleji. 
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Obr. 14  P ír stek hustoty energie plast. def.  v hluchém cyklu 

Studium tvaru a chování skute ných el únavové trhliny ukazuje, že realita je pon kud
složit jší (Oliva et al., 2003; Denk et al., 2005). Když se okraj p ímého ela se v d sledku
nízkého rozkmitu plastické deformace i disipace energie opozdí, elo se zak iví a tím dojde k
p etížení jeho okrajové ásti. Napjatost u okraje ela se p íliš nezm ní, vzrostou zde však 
hodnoty py,  a okraj se p estane opož ovat. Skute né elo je vždy zak ivené tak, aby
m lo prakticky stejnou rychlost v celé délce. Z probíhajících experiment  ovšem vychází, že 
zak ivení ela není jen otázkou ist  mechanickou, ale závisí i na materiálu. Parametry
Manson-Coffinova vztahu nebo Sihova kritická hustota energie nemusí být totiž obecn
konstanty, ale mohou u konkrétních materiál  záviset i na charakteru cyklické deformace,
který se ve st ední ásti ela a na jeho okraji liší. 
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4. Záv r

V práci bylo pomocí 3D metody kone ných prvk  simulováno cyklické pole nap tí a 
plastické deformace na p ímém ele hypotetických centrálních únavových trhlin rostoucích v 
tahovém módu v CCP t lesech 180×58 mm z Al slitiny o tlouš kách 0,5 mm, 1 mm a 2 mm 
p i rozkmitu faktoru intenzity nap tí K = 6,72 MPa.m1/2 a parametru asymetrie R = 0. 
Simulace ukázaly, že: 

- nap ový cyklus na v tšin  délky ela trhlin prakticky nezávisí na tlouš ce a odpovídá 
p edstav  o napjatosti za podmínek rovinné elastoplastické deformace. Jen v t sné
blízkosti okraje ela je nap ový cyklus ovlivn n p ítomností volného povrchu. 
Ovlivn ní sahá u všech tloušt k do stejné hloubky ~ 0,2 mm a má stejný pr b h.
S klesající tlouš kou t lesa se tedy m ní jen podíl délky ovlivn né oblasti na celkové 
délce ela. Nap ový cyklus blízký rovinné napjatosti p evládá na ele trhliny až p i
tlouš kách menších než cca 0,1 mm. 

- v tší vliv má tlouš ka t lesa na cyklickou plastickou deformaci na ele trhliny. Celková 
úrove  rozkmitu cyklické plastické deformace i hustoty energie, ukládané p i plastických 
deformacích v ko eni trhliny, s klesající tlouš kou mírn  roste. Podle p edstavy o lokální 
nízkocyklové únav  na ele únavové trhliny by tedy rychlost ší ení trhliny s p ímým 
elem m la s klesající tlouš kou mírn  r st.

- rozkmit plastické deformace i hustota poškozující energie jsou v okrajové oblasti ela, 
ovlivn né volným povrchem, výrazn  nižší než by odpovídalo elastoplastickému 2D 
ešení  za p edpokladu rovinné napjatosti a dokonce nižší než ve st ední ásti ela. Ve 

skute nosti se proto okraj p vodn  p ímého ela za ne opož ovat, elo se zak iví a jeho 
okrajová ást se p etíží tak, aby rychlost pohybu ela byla v celé délce p ibližn  stejná. 

5. Pod kování 

Tato práce vznikla za laskavé podpory výzkumného zám ru MSM6840770021 „Diagnostika 
materiál “.
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