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1. Úvod

Sou�asný sv�tový, a o to více perspektivní, vývoj moderních stroj� sm��uje svými
požadavky k symbióze parametr� dvou extrémních oblastí. Jsou to na jedné stran� požadavky
na maximální výkony stroj� p�i vysokých otá�kách, na stran� druhé pak požadavky na jejich
minimální dimenze a hmotnosti p�i zachování provozní spolehlivosti, bezpe�nosti a
životnosti.

Výše uvedeným zdánliv� protich�dným extrémním požadavk�m vyhovují v sou�asné
dob� nejvíce, z p�evodových mechanických systém� s kinematickými vazbami – ozubenými
koly, systémy s d�leným �i v�tveným tokem výkonu. Jejich projektování musí být proto
založeno na dokonalé znalosti dynamických jev�, které se mohou v t�chto lehkých slab� a
siln� nelineárních parametrických soustavách vyskytovat.

Nelineární dynamika parametrických, tj. heteronomních systém� tvo�í v posledních
n�kolika desetiletích zvláštní, vysoce aktuální obor, který je dominující zejména u
planetových p�evodových mechanism� s kinematickými vazbami v leteckých
vysokootá�kových turbovrtulových pohonných konstrukcích.

P�edm�tem p�ísp�vku, který tematicky navazuje na referát, p�ednesený na konferenci
„Inženýrská mechanika 2005“, je analýza vlivu tlumících vlastností jak materiálu v záb�ru
ozubení, tak i mazacího olejového prost�edí v zubové meze�e p�i odskoku v záb�ru se
nacházejících zubových profil�.
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Summary: The damping of dynamic phenomena in the structural complicated
mechanical systems with different i.e. rigid or liquid substances of elements is
the matter till this time generally recondite. The contribution deals therefore
both qualitative and quantitative with the model of different combinations of
linear and nonlinear - quadratic and cubic - damping both in the phase of
normal gear mesh and in the phase of dynamic tuning when happens to contact
bounces of tooth faces in gear mesh and to following contacts with impacts.
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Problematika tlumení dynamických jev� obecn� v materiálových strukturách tuhé �i
tekuté fáze není dosud obecn� známá. O to složit�jší se pak jeví úlohy, které �eší tyto
záležitosti v soustavách s �asov� prom�nlivými tuhostmi s tvarovou složitostí prvk� dané
soustavy, jak je tomu nap�íklad u kinematických vazeb s ozubenými koly, tj. ozubení, v�nce a
disky s vyleh�ujícími otvory. To se týká i tlumících vlastností teplotn� závislých mazacích
tekutin – olej�, v�etn� složitých tribologických pom�r� v záb�ru ozubení.

Tlumení a� materiálové v záb�ru ozubení, tak i viskózní vlivem mazacího olejového
prost�edí v zubové meze�e p�i odskoku zabírajících zubových profil� bude v dalším
uvažováno jednak lineární, jednak nelineární kvadratické, kubické, p�ípadn� jejich
kombinace. Dynamika pohybu v záb�ru bude sledována na zvláštním p�ípadu jedné v�tve
simula�ního modelu soustavy s d�leným tokem výkonu pro vybranou frekven�ní oblast
rezonan�ní charakteristiky.

Planetové p�evodové systémy tvo�í vysoce zajímavou oblast zejména pro všechny
vysokootá�kové mobilní aplikace vzhledem k jejich malým dimenzím, hmotnostem a
možnostem p�enosu velkých výkon�. Uplat�ují se p�edevším v leteckém a automobilovém
pr�myslu, jakož i v pr�myslu obranném u t�žkých pásových vozidel s omezeným
konstruk�ním prostorem pro motorové a p�evodové systémy.

Problematika konstrukce planetových p�evodových systém� spo�ívá, podobn� jako u
jiných p�evodových systém�, zejména na

a) vyšet�ení – analýze dynamických silových pom�r�,

b) pevnostním dimenzování prvk� planetových systém� v�etn� ozubených kol,

c) na tribologické analýze složitých záb�rových a mazacích podmínek p�i pohybu
valení – smyk,

d) analýze tlumících vlastností použitých materiál� u prvk� soustav jakož i u
mazacích médií, atd.

K matematicko-fyzikálnímu modelu kinematické dvojice ozubených kol jedné 
v�tve pseudoplanetové soustavy

P�esn�jší modelování takových soustav vede p�i hmotnostní diskretizaci jakož i vlivem
existence r�zných slabých – analytických a silných – neanalytických nelinearit, jako je nap�.
vliv technologických bo�ních zubových v�lí, a dále p�i parametrických budících zdrojích na
matematicko-fyzikální modely, jejichž pohyby lze popsat oby�ejnými deterministickými
nelineárními diferenciálními rovnicemi s �asov� prom�nlivými koeficienty tvaru [1],[4]
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Zde p�edstavuje v obecn� m-dimenzionální vektor pohybu soustavy, )(K vw je K-tá mocnina

vektoru v , která je definovaná vztahem ))()(()( KK vwvwDvw 1−−−−==== , p�i�emž )(( vwD je
diagonální matice, ve které jsou prvky na hlavní diagonále tvo�eny prvky vektoru vvw ≡≡≡≡)( .
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Dále je M matice hmotnostních a setrva�ných sil, K1 a K
1K jsou maticemi lineárních, p�íp.

nelineárních tlumících sil, C1 a CK pak maticemi kvazilineárních resp. nelineárních
vratných sil a )(τF je vektorem nepotenciálního vn�jšího buzení s budícími koeficienty

nn b,a a ϕ fázový úhel. H je Heavisideova funkce, která umož�uje v kompaktním tvaru �ešit

pohyby – rázy jako d�sledek silných neanalytických nelinearit vlivem existence
technologických bo�ních v�lí )(s τ ozubení. P�íslušné lineární resp. nelineární tlumící

sou�initelé jsou ozna�eny i,δβ resp. iD,D , lineární parametrické funkce symboly nnn V,U,Y

a nelineární parametrické funkce tzv. parametrické nelinearity symboly
n

I . ε a κ p�edstavují

sou�initele trvání záb�ru a amplitudovou modulaci výsledné tuhostní funkce v ozubení
)(τC1 . Derivace podle bezdimenzionálního �asu τ jsou zna�eny �árkami, tcωτ ==== , p�i�emž

cω … záb�rová frekvence, t … �as.

c)

Obr.1 - Náhradní matematicko-fyzikální model kinematické dvojice ozubených kol –
(b) pseudoplanetové soustavy s dvojnásobnými satelity - (a), technologická
bo�ní zubová v�le a hodnoty Heavisideových funkcí H v oblastech zubového
záb�ru s v�lemi (c).
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Relativní pohyb v záb�ru se nacházejícího ozubení, tj. ve sm�ru záb�rové p�ímky, lze pro
obecnou elasticky uloženou soustavu s pohyby podpor {{{{ }}}}2323 ,, z;y páru ozubených kol 3,2 p�i

respektování tzv. házivosti rozte�ných kružnic, které jsou modelovány výst�ednostmi 23,e ,

napsat ve tvaru [1]

)(f)sin(esineyyRR)(y ,
bb τϕϕϕϕτ 21

2233232233 ++++−−−−−−−−++++−−−−++++++++==== ∆ , (2)

kde (((( ))))τf,21 je chybová funkce, �ili odchylka tvaru ozubení od ideální evolventy, ∆ je fázový

úhel nato�ení mezi výst�ednostmi 23,e a 23,bR jsou polom�ry základních kružnic. Tento

relativní pohyb tvo�í míru dynamického zatížení v záb�ru se nacházejícího ozubení, nebo�
dynamická síla )(y)(CFdyn ττ1==== .

V pr�b�hu st�ídání obecn� k a k+1 pár� zub� v záb�ru dochází na záb�rové dráze
k periodickým zm�nám v pr�b�hu výsledné funkce tuhosti )t(C .

Analytický tvar výsledné parametrické funkce �elního p�ímého ozubení v záb�ru
m�žeme nap�. pro 21;∈∈∈∈ε vyjád�it Fourierovou �adou ve tvaru [6]
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Symbol 1−−−−==== maxminCCκ p�edstavuje amplitudovou modulaci výsledné tuhostní funkce

zub� v záb�ru, p�i�emž maxmin C,C p�edstavují minimální resp. maximální hodnotu tuhosti

v záb�ru ozubení a ε je sou�initel trvání záb�ru, udávající kolik pár� zub� je na záb�rové
úse�ce sou�asn� v záb�ru. V extrémních p�ípadech nap�. 1====ε je po dobu trvání celého
záb�ru na záb�rové dráze pouze 1 pár zub�, v p�ípad� 2====ε jsou po celou dobu v záb�ru dva
páry zub�. Mezihodnoty ε udávají pom�r st�ídání po�tu pár� zub� v záb�ru na záb�rové
dráze. Ve Fourierov� �ad� (3) ε udává �asový pom�r st�ídání minimální a maximální
výsledné tuhosti maxmin C,C b�hem záb�ru. Tato skute�nost se v dynamice soustavy výrazn�

projevuje velikostí amplitudy relativního pohybu v záb�ru. Ta je ovlivn�na �asovou délkou
p�sobení záb�ru na té které potenciální tuhostní hladin� p�íslušné vratné síly. V tuhosti zub�
bude v další aplikaci respektována pouze tuhost vlastních zub� a vetknutí do tuhého
poloprostoru, v�nce a kotou�e (disky) jsou uvažovány absolutn� tuhé.

�ešení pohybových rovnic (1) uvažovaného modelu a analýza jeho dynamického
chování byly provedeny v tomto pojednání numericky na simula�ním modelu soustavy
v prost�edí MATLAB/Simulink [5].

3. Ukázky analýzy zvláštních p�ípad� tlumení

Tlumení �i tlumící síly v dynamice mechanických systém� tvo�í významnou složku,
která kvalitativn� a kvantitativn� ovliv�uje dynamické chování reálných soustav. Je to souhrn
nevratných proces�, p�i kterých se �ást mechanické energie ztrácí – rozptyluje.
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Analýza dynamických podmínek v daných soustavách je ztížena tím, že nejsou dosud
ani teoreticky ani experimentáln� dostate�n� známé tlumící zákonitosti a jejich vlastnosti jak
ve vlastní mazací vrstv� mezi boky v záb�ru se nacházejících zub�, tak i v �ásti materiálového
tlumení tvarov� složitých v�nc� a disk� ozubených kol. Problematika je u soustav
s kinematickými vazbami – ozubenými koly ztížena ješt� p�ítomností �asov� variabilních –
parametrických výsledných tuhostí ozubení v záb�ru. Zde pak hrají d�ležitou úlohu i �asy, po
který se záb�r nachází na té �i oné potenciální hladin� funkce )(C τ , jakož i na p�íslušném

frekven�ním nalad�ní soustavy v��i maximální �i minimální tuhostní hladin� maxmin C,C .

Analyzovaná soustava je zde buzena pouze ryze potenciální parametrickou funkcí )(C τ
v záb�ru se nacházejícího �elního ozubení s p�ímými zuby. Vn�jší nepotenciální budící
funkce ),H,,b,a(F nnn τϕ , viz rovnice (1), která obsahuje i ú�inek odchylky tvaru bok� od

ideální evolventy v záb�ru se nacházejícího ozubení a je v rámci vyšet�ování tzv. vnit�ní
dynamiky soustav s ozubenými koly dalším
uvažovaným budícím zdrojem kmit�, je v tomto
pojednání pokládána za nulovou. Bude sledován
pouze vliv �asového kolísání – zm�ny kvazilineární
tuhosti ),H,V,U,Y,,( nnn τκεC1 a nelineární kvadra-

tické ),H,I,,( n τκεC2 na tlumící síly tvaru

)y(sgny)H,D,D(y)H,,(
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1
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1
KK δβ

pro 321 ,K ==== , tj. kvadratické a kubické tlumení, viz
rovnice (1).

Protože problematika tlumení v tak tvarov�
složitých �ástech p�evodových systém� není dosud
jak teoreticky, tak experimentáln� dostate�n� známa,
budou následující ukázky �ešení pro kvalitativní
posouzení uvedeny jak pro hodnoty ii D,D,,δβ
pom�rného tlumení z širší oblasti jeho možného
spektra výskytu 617600 .; [7], tak i pro r�znou

kvalitu tlumení, která je p�edstavována lineárními,
kvadratickými, kubickými funkcemi a jejich
kombinacemi.

Toto pojednání vychází ze studií [8],[7],[9]. Jsou
tam �ešeny otázky vliv� jednak �asových fázových
posuv� mezi amplitudou relativního pohybu )(y τ
v d�sledku tlumení (tlumících sil) b�hem
dynamického pochodu normálního nebo inverzního
záb�ru ozubení dané soustavy, viz obr. 2, jednak vliv
odskok� bok� zub� nacházejících se v záb�ru b�hem
rázových jev�, viz obr.3. �asový posuv a fyzikální
vlastnosti výsledné tuhostní funkce je závislý pouze

na technických parametrech dané soustavy. Fázový posuv styku amplitudy relativního pohybu
)(y τ v��i tuhostní funkci )(C τ je však závislý též od doby, kdy boky zabírajících zub�

∆t∆t1∆t2

Obr.2 – Ukázka fázového po-
suvu pr�b�h� relativních
pohyb� )t(y v��i paramet-
rické budící funkci C(t) v d�-
sledku velikosti sou�initel�
lineárního materiálového tlu-
mení 1k .

M. Hortel, A. Škuderová 5



vlivem dynamického d�je pohybu soustavy od sebe odlehnou a po pr�b�hu d�je v zubové
meze�e )(s τ se op�t s rázem spojí. D�j pak pokra�uje s p�íslušným dynamickým nalad�ním
na té �i oné tuhostní hladin� parametrické funkce )(C τ . Intenzita možnosti rozvinutí tvaru
relativního pohybu )(y τ pak závisí nejen na okamžitém frekven�ním nalad�ní soustavy, na té

�i oné tuhostní hladin� maxmin C,C , ale též od místa op�tovného styku profil� bok� zub� na

pr�b�hu )(C τ , tj. na délce pohybu na p�íslušné tuhostní hladin�, viz obr.4. Tento pr�b�h
popsané �innosti je �ízen tzv. modifikovanou funkcí tuhosti )HH)((C 21 ++++τ , kde 21 H,H
jsou Heavisideovy funkce, viz obr.3. Tato p�edstavuje ve fázi normálního a rázového jakož i
ve fázi rázového jevu a záb�ru inverzního vlastní potenciální budící zdroj. Ve fázi ryze
normálního, p�ípadn� inverzního záb�ru p�ejde budící modifikovaná funkce )HH)((C 21 ++++τ
ve funkci výsledné tuhostní funkce )(C τ , tj. )(C)HH)((C ττ ≡≡≡≡++++ 21 , kde 121 ====++++ HH ,
jako výhradní budící parametrický potenciální zdroj ve vyšet�ované soustav�.

Obr.3 – Ukázka �asového pr�b�hu výsledné tuhosti )t(C v záb�ru se
nacházejících pár� zub� a modifikovaná funkce tuhosti )HH)(t(C 21 ++++ ,

relativního pohybu )t(y zub� v záb�ru, jeho rychlosti )t('y pro dv�

varianty funkce tlumení a) )HH()]t('ysgn[)t('yD)/( 2123 22 ++++ ;

b) )HH()t('yD)/( 2123 22 ++++ .
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Podívejme se nyní dále podrobn�ji na ú�inek jednotlivých variant funkcí tlumení na
dynamické vlastnosti vyšet�ované nelineární �asov� heterogenní – parametrické soustavy
s kinematickými vazbami, tj. s �elními ozubenými koly s p�ímými zuby. V tab. 1 jsou
nazna�eny jednotlivé kombinace lineárního a nelineárního tlumení v záb�ru ozubení, pro
které byly �ešeny jednotlivé rezonan�ní charakteristiky dané mechanické soustavy.

Všechny rezonan�ní charakteristiky }y;{ν jsou dále �ešeny pro parametrickou soustavu
jednoho páru ozubených kol v záb�ru dle obr.1 pro ;.;. 587905691 ======== κε .

];Nmm[.Cmax
15104 −−−−==== ]kg[.mred 0031230==== . Rovn�ž všechny hodnoty materiálového

tlumení k a hodnoty viskózního tlumení v prost�edí zubové mezery mk jsou uvažovány

stejné, tj. ]sNmm[.kk m
1953 −−−−======== , což odpovídá pom�rnému tlumení 0620.D,D,, mm ====ββ ,

viz rovnice (1).

V obr.5 jsou dle tabulky Tab.1 porovnány rezonan�ní charakteristiky pro pátou otá�ku
soukolí a r�zné kombinace lineárního a), kvadratického b) a kubického c) tlumení, a to jak
materiálového k , tak i viskózního mk v prost�edí zubové v�le v závislosti na frekven�ním

nalad�ní ν . Všechny t�i varianty tlumení v záb�ru jsou pak vždy porovnány s rezonan�ním
pr�b�hem netlumené – konzervativní soustavy , který je ozna�en zelenými kroužky.

a) b)

Obr.4 - Ukázka �asových pr�b�h� tuhostních funkcí )t(C , relativních pohyb�

)t(y , jejich rychlostí )t('y , zrychlení )t(''y a fázových rovin {{{{ }}}}y;'y

pro a) ���=ε a 00 11 >>>>==== k;k ; b) ���=ε a 00 11 >>>>==== k;k .
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Tab.1. – Kombinace tlumení v záb�ru ozubení

kombinace tlumení v záb�rukonzerv.
systém
v záb�ru

lineární
tlumení
v záb�ru
- L

kvadratické
tlumení
v záb�ru
- Kv

kubické
tlumení
v záb�ru
- Ku

L + Kv L + Ku L + Kv + Ku

�� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

�� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

�� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

��� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

��� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

��� 0 ×××× ×××× ×××× ×××× ×××× ××××

Symbol
ozna�ení
�ešení
v obrázcích

� � •••• � � •••• � � •••• � � •••• � � •••• � � •••• �

Obr.5 �ešení není dosud ukon�eno

Pozn.:

���� ��� materiálové tlumení ozubení; 1 – lineární, 2 – kvadratické, 3 – kubické

������� ��� tlumení prost�edí v zubové v�li; 1 – lineární, 2 – kvadratické, 3 – kubické

Pro porovnání nalad�ní soustavy jsou v obr.5 uvedeny stupnice sν lad�né v��i st�ední

hodnot� výsledné tuhosti sC ozubení v záb�ru (viz rovnice (4)), jakož i stupnice nalad�ní
11 −−−−−−−− ======== maxssmaxcmax ΩΩΩ νων a 11 −−−−−−−− ======== minssmincmin ΩΩΩ νων v��i maximálním resp.

minimálním tuhostem maxC resp. minC parametrické funkce )t(C ozubení v záb�ru, p�i�emž
12 −−−−==== redmaxmax mCΩ a 12 −−−−==== redminmin mCΩ .

V grafech a),b),c) obr.5 jsou vyzna�eny oblasti fází normálních záb�r� pro 0≥≥≥≥y -

bílá oblast, fází s odskoky do zubových v�lí s , kde sy <<<< - žlutá oblast a fází inverzních

záb�r� protibok� ozubení, kde sy >>>> - �ervená oblast.

Ve frekven�ní oblasti 8060 .;.s ∈∈∈∈ν vykazují pr�b�hy pro všechna lineární,

kvadratická �i kubická tlumení daných hodnot, až na malou oblast v okolí 660.s ====ν , hladký,

tj. spojitý charakter. S výjimkou uvedené singularity vykazuje ozubení kinematické dvojice
normální záb�r s 0≥≥≥≥y . V okolí 660.s ====ν dochází k odlehnutí v záb�ru se nacházejících

bok� zub� kol, tj. 0<<<<y , u soustavy konzervativní – netlumené jakož i u soustav tlumených,

avšak pouze v zubové v�li s , jak s lineárním mk1 , tak s kvadratickým mk2 �i s kubickým mk 3

tlumením.
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V oblasti 80.s ≈≈≈≈ν dochází k odlehnutí ( 0<<<<y ), tj. k odskok�m bok� zub� v záb�ru u

všech druh� kombinací lineárního tlumení, viz obr.5a, v ostatních kombinacích nelineárních
tlumení pouze u n�kterých kombinací sou�initel� tlumení k, viz obr.5b,c, p�i�emž pouze u
konzervativních systém� dochází k pr�letu zubovou mezerou s až k záb�ru protibok� s rázy,
tj. k inverzním záb�r�m ( sy >>>> ). Parametrická tuhostní budící funkce )t(C p�echází zde

v modifikovanou )HH)(t(C 21++++ . Ve všech p�ípadech kombinací lineárního tlumení mk,k 11

(obr.5a) dochází pro dané nalad�ní soustavy pouze k odlehnutí bok� zub� ( 0<<<<y ) a

k op�tovnému jejich styku s rázy. V ostatních p�ípadech, tj. p�i kvadratickém mk,k 22 �i

kubickém mk,k 33 tlumení dochází k odskok�m pouze p�i existenci tlumení mk2 a mk3 -

te�kované pr�b�hy, jak je patrné z obr.5b a 5c. Zbývající rezonan�ní charakteristiky pro

Obr.5 – Rezonan�ní charakteristiky {{{{ }}}}��ν parametrické – heteronomní soustavy
ozubených kol v záb�ru (viz obr.1) pro kombinaci tlumení ozubení v záb�ru
dle Tab.1 a) konzervativní systém + lineární tlumení, b) konzervativní systém
+ kvadratické tlumení, c) konzervativní systém + tlumení kubické.

10 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #215



80.s >>>>ν a ozna�ené modrými �tvere�ky �i �ervenými k�ížky vykazují hladké – spojité

pr�b�hy s normálním záb�rem divergentního a konvergentního charakteru.

Pro 80.s >>>>ν vykazují pr�b�hy )t(y konzervativního systému chaotický pr�b�h (ozna�ený

v obr.5a,b,c zelenými kroužky), který vykazuje i inverzní záb�r podle daného rezonan�ního
nalad�ní ν .

Tlumení se zde projevuje jak kvantitativn� na velikosti amplitud relativního pohybu )t(y ,
tak i kvalitativn� na spojitostech a singularitách pr�b�h� v závislosti ješt� na mnoha dalších
vlivech této složité soustavy, jejichž ú�inky budou �ešeny a analyzovány v dalších studiích.

4. Záv�re�né poznámky

P�esto, že ozubené kolo jako technický prvek je znám již více než dva tisíce rok�, není
problematika dynamiky zejména u vysokootá�kových p�evodových soustav, ani pro sou�asný
stav uspokojiv� známá. To se týká nejen vlastního dynamického chování, ale též
problematiky pružnosti a pevnosti ozubených kol, tribologických otázek atd. a to jak
z pohledu teorie, tak i experimentálního �ešení – ov��ování.

Ve studii ukázané díl�í výsledky analýzy vlivu tlumení na dynamiku záb�ru ozubení
kinematických dvojic s rázovými jevy tvo�í díl�í výsledky analýzy vnit�ní dynamiky siln�
nelineárních parametrických soustav buzených pouze parametricky, tj. zmín�nou �asov�
modifikovanou výslednou tuhostí )HH)(t(C 21++++ v záb�ru ozubení.

Bližší analýza vlivu nelineárního parametrického kmitání a vlivu parametr�, tj. tlumení a
r�zných kombinací tlumení na kvalitu a kvantitu amplitudy relativního pohybu )t(y jako
míry dynamické síly v ozubení bude p�edm�tem dalšího výzkumu, který dosud není ukon�en.
Kone�né záv�ry a zákonitosti jev� budou postupn� uve�ejn�ny v dalších studiích.
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