
INTERPLAY OF SIZE EFFECTS IN CONCRETE SPECIMENS BY
COMPUTATIONAL STOCHASTIC FRACTURE MECHANICS

M.

Summary: We attempt at identifying, studying and modeling possible sources
of size effects in concrete structures both separately and brought together. We are
particularly motivated by an interplay of several identified scaling lengths stemming
from material, boundary conditions and geometry. We model well published results
on direct tensile tests of dog-bone specimens with rotating boundary conditions
performed by van Vliet and van Mier by methods of stochastic nonlinear fracture
mechanics. Using the numerical example, we document how different sources of
size effects on strength can interact and result in relatively complex processes in
quasibrittle failure. The presented study documents the well known fact that an
experimental determination of material parameters (needed for rational and safe
design of structures) is very difficult for quasibrittle materials such as concrete.

1. Úvod

Tento přı́spěvek se zabývá studiem komplexnı́ho vlivu velikosti na pevnost betonových kon-
strukcı́. Snahou je identifikovat jednotlivé možné zdroje tohoto vlivu a modelovat je každou
zvlášt’nebo společně v jednom komplexnı́m modelu. Chceme ukázat jak spolu jednotlivé vlivy
velikosti interagujı́. Zejména nás zajı́má souhra a vzájemné ovlivněnı́ několika materiálových
délek a efekt takové souhry na vliv velikosti. Tematicky asi nejbližšı́ dosud publikovaná práce ji-
ných autorů je článek (Gutiérrez and de Borst 2002) zabývajı́cı́ se deterministickou a statistickou
délkou a jejich rolemi u vlivu velikosti.

Přesto, že předložená práce má ambici studovat jevy obecně, pro jednoduššı́ přiblı́ženı́ čtenáři
a možnost konkrétnı́ch výsledků článek představuje problematiku na nosnı́cı́ch konkrétnı́ geo-
metrie. Konkrétně se zabýváme studiem experimentálnı́ch výsledků vzorků tvaru psı́ kosti (tzv.
dog-bones) různých velikostı́ (rozsah velikostı́ 1:32) namáhaných v přı́mém tahu s rotačnı́mi
okrajovými podmı́nkami publikovaných van Vlietem a van Mierem (van Vliet and van Mier
1998; van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and van Mier 2000a; van Vliet and van Mier
2000b; van Mier and van Vliet 2003; Dyskin, van Vliet, and van Mier 2001). Konkrétně je
studována „suchá“ série betonových vzorků A až F (rozměr D je v rozsahu od 50 do 1600
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Obrázek 1: Vzorky testované van Vlietem and van Mierem: série A až F, 2D model v programu
ATENA

mm, viz obr. 1); tato série je ještě doplněna ověřovacı́mi testy v tahu pomocı́ tlaku vzorku
(tzv. Brazilská zkouška na „splitting tensile strength“). Cı́lem tohoto přı́spěvku je vysvětlenı́
komplexnı́ho vlivu velikosti na střednı́ hodnotu a rozptyl nominálnı́ pevnosti kombinacı́ (i)
simulace lokálnı́ch materiálových vlastnostı́ náhodným polem, (ii) vlivu oslabeného okraje a
(iii) nástroje nelineárnı́ lomové mechaniky založeném na modelu kohezivnı́ trhliny. Několik
různých pohledů a vysvětlenı́ experimentálně zı́skaného vlivu velikosti již bylo předloženo.
Nejprve byl diskutován vliv nerovnoměrného rozloženı́ deformacı́ v nejužšı́m průřezu pomocı́
jednoduchého lineárnı́ho konstitutivnı́ho zákona (van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and
van Mier 2000a) a oddělenı́ konstrukčnı́ho a materiálového vlivu velikosti. Výsledky byly také
porovnány s Weibullovou teoriı́ (Weibull 1939) založenou na modelu nejslabšı́ho článku, který
vcelku dobře podchytil střednı́ hodnotu nominálnı́ pevnosti pro velikosti B až F (van Vliet and
van Mier 1998; van Vliet and van Mier 1999; van Vliet and van Mier 2000a; van Vliet and
van Mier 2000b; van Mier and van Vliet 2003). Bohužel sklon závislosti střednı́ hodnoty na
vlivu velikosti koresponduje s Weibullovým modulem 6, což neodpovı́dá naměřenému rozptylu
pevnostı́ pro každou velikost. Nicméně, toto je otázkou Weibullova typu vlivu velikosti. Dále
byl studován vliv Gaussovského kolı́sánı́ napětı́ při nerovnoměrném zatěžovánı́ (Dyskin, van
Vliet, and van Mier 2001) a vytvořený model zahrnujı́cı́ limitujı́cı́ rozdělenı́ nezávislých Gaus-
sovských veličin s lineárnı́m trendem vystihuje velmi dobře experimentálnı́ výsledky. Van Vliet
a van Mier také srovnali výsledky s „Delft lattice modelem“ s využitı́m jednoduchého lokálnı́ho
elastického materiálového zákona s křehkým porušenı́m s pravidelným i náhodným uspořá-
dánı́m mřı́žky a zı́skali velmi dobré výsledky. Statistická složka experimentálně naměřeného
vlivu velikosti byla nedávno modelována autory (Lehký and Novák 2002) pomocı́ Weibullova
rozloženı́ pevnosti.

Autoři tohoto přı́spěvku se nejprve snažı́ o vysvětlenı́ střednı́ křivky vlivu velikosti determi-
nistickými vlivy (bez uvažovánı́ lokálnı́ náhodné materiálové pevnosti). Toto částečně vysvět-
luje pokles střednı́ křivky vlivu velikosti (MSEC) v dvojitém logaritmickém měřı́tku (nominálnı́
pevnost vs. charakteristický rozměr). Předpokládá se, že významný pokles střednı́ pevnosti
nejmenšı́ho vzorku A bude podchycen modelovánı́m oslabené okrajové vrstvy tloušt’ky asi 2
mm. Bude prezentována parametrická studie vlivu tloušt’ky oslabeného okraje a procentuálnı́ re-
dukce pevnosti tohoto okraje vzhledem k plné pevnosti vzorku s ohledem na výslednou MSEC.
V dalšı́m je aproximována lokálnı́ materiálová pevnost pomocı́ autokorelovaného náhodného
pole s cı́lem vystihnout celkový vliv velikosti s uvažovánı́m rozptylu a nakonec kombinovat
všechny zdroje dohromady.
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2. Experiment

Výsledky experimentů jsou podrobně dokumentovány v prvnı́ch šesti referencı́ch uvedených
v úvodu. Zde stručně zmı́nı́me pouze data nezbytná k osvětlenı́ výpočtového modelu, všechny
dalšı́ informace lze nalézt v uvedených publikacı́ch. Vzorky tvaru „dog-bone“ byly namáhány
jednoosým tahem s excentricitou v geometrickém poměru vzhledem k vertikálnı́ ose symetrie
e = D/50 mm. Zatěžovacı́ desky se mohly volně otáčet ve všech směrech kolem bodu vnesenı́
zatı́ženı́ na hornı́m i dolnı́m lı́ci betonových vzorků, ke kterým byly přilepeny. Testováno bylo
šest různých velikostı́, všechny vzorky byly geometricky podobné (viz obr. 1). Tloušt’ka vzorku
byla konstantnı́ (100 mm) což způsobuje přechod podmı́nek ze stavu blı́zkého rovinné deformaci
pro nejmenšı́ velikost na rovinnou napjatost pro velikost největšı́. Průměrná pevnost použitého
betonu v tlaku byla 50 MPa a maximálnı́ zrno kameniva dmax = 8 mm.

Pro účely srovnánı́ je nutno definovat nominálnı́ pevnost. Excentricita zatı́ženı́ byla v poměru
vzhledem k geometrii (a elastické pole napětı́ jsou si podobna pro všechny velikosti), a proto
lze jejı́ vliv zanedbat a definovat nominálnı́ napětı́ σ jednoduše jako funkci charakteristického
rozměru D (maximálnı́ šı́řka vzorku), tahové sı́ly F na působı́cı́ lı́cı́ch betonu na excentricitě e
a průřezové plochy ve středu vzorku A(= 0.6Db):

σ =
F

A
=
1

0.06

F

D
(1)

Pomocı́ nominálnı́ho napětı́ nynı́ definujme nominálnı́ pevnost σN jako nominálnı́ napětı́ dosa-
žené při maximálnı́ zatěžujı́cı́ sı́le (σN = Fmax/A).

Tabulka 1: Experimentálnı́ data: rozměry, nominálnı́ pevnost a počet vzorků.
D r σN Počet test.

0.725D střed. hodn. (směr. odch.) vzorků
mm mm MPa #

A 50 36.25 2.54 (0.41) 10
B 100 72.5 2.97 (0.19) 4
C 200 145 2.75 (0.21) 7
D 400 290 2.30 (0.09) 5
E 800 580 2.07 (0.12) 4
F 1600 1160 1.86 (0.16) 4

3. Deterministický model

Významným zdrojem nerovnoměrnosti nominálnı́ pevnosti při změně velikosti je
„energeticko-deterministický“ vliv velikosti způsobený přibližně konstantnı́ velikostı́ lomové
procesnı́ zóny (FPZ) s přerozdělenı́m napětı́ ve vzorcı́ch všech velikosti, viz např. (Bažant and
Planas 1998). Tento jev může být modelován např. metodou konečných prvků za podmı́nky,
že jsou správně vystiženy lomová energie a celý tvar chovánı́ na vzestupné i sestupné větvi. V
našem přı́padě byl deterministický model vytvořen v programu ATENA (Červenka and Pukl
2005) s využitı́m Bažantova materiálového modelu microplane (verze 4) a crack band modelu
(Bažant and Oh 1983) jako regularizace úlohy. Vzorky byly zatı́ženy přı́růstkem deformace
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Obrázek 2: Vlevo: vliv velikosti - experimentálnı́ data, deterministický výpočet a výpočet s
vlivem oslabeného okraje. Vpravo: výpočtový model s oslabeným okrajem

v mı́stě monitorované sı́ly F (Obr. 1 vpravo). Byl zanedbán přechod z rovinné deformace na
rovinnou napjatost s rostoucı́ velikostı́ vzorku a všechny velikosti byly modelovány jako rovinná
napjatost. Experimentálně zjištěná pevnost v tlaku na krychlı́ch 50 MPa sloužila jako vstupnı́
parametr do ATENY, na základě kterého byly automaticky vygenerovány parametry microplane
modelu: K1=1.5644E-04, K2=500, K3=15, K4=150, crack band cb = 30 mm, počet mikroplošek
21. Velikost crack bandu byla změněna na 8 mm, tato hodnota lépe vystihuje experimentálnı́
výsledky, viz obr. 2 vlevo. Velikost crack bandu je vztažena k lomové energii materiálu a řı́dı́,
při které velikosti dojde k přechodu z duktilnı́ho na elasticko-křehké porušenı́. Za zmı́nku stojı́
fakt, že křivku vlivu velikosti lze posouvat doleva či doprava jako celek pouhou změnou cb.
Přesněji, deterministická nominálnı́ pevnost vypočtená pro danou hodnotu D při daném cb je
vždy nominálnı́ pevnost velikosti k D vypočtená pomocı́ šı́řky pásu trhlin k cb:

pro ∀k > 0 : σdetN (D, cb) = σdetN (k D, k cb) (2)

4. Oslabený okraj

Pro ilustraci vlivu oslabeného okraje byla provedena parametrická studie (i) tloušt’ky okrajové
vrstvy a (ii) a redukce materiálové pevnosti této vrstvy. Na obr. 2 je vyneseno šest vypočtených
křivek vlivu velikosti deterministického modelu s oslabenou okrajovou vrstvou na obou zakři-
vených bocı́ch vzorku (viz ilustrace vlevo). Konkrétně byly vybrány tři tloušt’ky tw (0.5, 2 a 8
mm) a pro každou tloušt’ku 2 různé redukce parametru materiálové pevnosti rt (0.5 and 0.9).
V obrázku jsou pro každou tloušt’ku vyneseny dvě křivky a prostor mezi nimi je vyplněn šedou
barvou (hornı́ křivka vždy odpovı́dá redukci 0.9 a spodnı́ redukci 0.5). Je zřejmé, redukce no-
minálnı́ pevnosti se stává zanedbatelnou se zmenšujı́cı́ se tloušt’kou okraje vzhledem k velikosti
konstrukce D. Navı́c, poměr mezi redukovanou pevnostı́ a deterministickou nominálnı́ pevnostı́
lze zhruba použı́t jako redukčnı́ koeficient pevnosti pro libovolný poměr tw/D. Na základě
tohoto lze odvodit jednoduché pravidlo pro změny velikosti (scaling) pro libovolný kladný
násobitel k jako redukčnı́ faktor rσ pevnosti vzorku způsobený oslabeným okrajem vzhledem k
deterministické pevnosti vzorku bez oslabenı́:
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rσ

(
tw
D

)
=

σN (D, tw)

σdetN (D)
∼=

σN (k D, k tw)

σdetN (k D)
(3)

rσ ∈ 〈rt; 1〉 , kde σdetN (D) = deterministická pevnost pro velikost D; σN (D, tw) = determinis-
tická pevnost pro velikost D a tloušt’ku oslabeného okraje tw; rt = redukčnı́ faktor materiálové
pevnosti oslabené vrstvy rt ∈ 〈0; 1〉.

Nejlepšı́ výsledky byly zı́skány pro tw = 2 mm a redukčnı́ koeficient rt = 0.5. Tato tloušt’ka
zhruba koresponduje velikosti kameniva, která je nejvı́ce zastoupena na okrajı́ch (zastoupenı́
velikosti zrn u okraje je jistě jiné než v celém objemu vzorku). Jak je zřejmé z obr. 2, jsme schopni
zachytit prudký pokles pevnosti vzorku, u kterého je tloušt’ka tw nezanedbatelná vzhledem
k nejmenšı́ šı́řce vzorku 0.6 D. Deterministický vliv velikosti (přechod z plastické pevnosti na
elastickou) je ve výpočtu automaticky zohledněn, protože je použit stejný materiálový model a
parametry. Nicméně nejdůležitějšı́ vliv redukce pevnosti pro velké vzorky nelze modelovat výše
popsanými postupy. Takto také nenı́ možno modelovat variabilitu pevnostı́, protože doposud
nebyla uvažována žádná náhodnost v modelu.

5. Stochastický model

Je velmi pravděpodobné, že výrazný vliv velikosti na experimentálně určenou pevnost je
způsoben zejména prostorovou variabilitou/náhodnostı́ lokálnı́ materiálové pevnosti. Jako ná-
hodný je tedy uvažován v modelu microplane parametr vztažený k pevnosti, v ATENĚ označený
jako K1 a je provedena simulace typu Monte Carlo pro každou velikost vzorku. Konkrétně je
vygenerováno 64 realizacı́ náhodného pole parametru K1 pro každou velikost a spočteny odezvy
(kompletnı́ diagram zatı́ženı́-průhyb, pole napětı́, rozvoj trhlin, atd.). Numerický test ukázal, že
parametr K1 má přibližně lineárnı́ vztah k lokálnı́ pevnosti konstrukce ve velkém rozsahu kolem
střednı́ hodnoty použité v deterministickém modelu. Důvodem pro generovánı́ lokálnı́ materi-
álové pevnosti náhodným polem namı́sto nezávislými náhodnými veličinami je domněnka, že
ve skutečnosti se pevnost dvou blı́zkých mı́st navzájem silně ovlivňuje (je korelována) a takový
vztah lze vhodně modelovat pomocı́ autokorelovaného náhodného pole. Rozloženı́ lokálnı́ pev-
nosti bylo uvažováno jako identické v každém materiálovém bodě, konkrétně s Weibullovým
rozloženı́m. Lokálnı́ pravděpodobnost poruchy pf (kumulativnı́ distribučnı́ funkce Fσ) závisı́ na
hladině napětı́ σ a má tvar:

pf = Fσ (σ) = 1− exp
[
−

(
σ

σ0

)m]
(4)

kde σ0 = parametr měřı́tka Weibullova rozloženı́ [MPa], hodnota 1.6621E-4 použita pro K1;
m = parametr tvaru Weibullova rozloženı́ (bezrozměrný, závislý pouze na cov = variačnı́m
koeficientu). m = 7.91 užito pro hodnotu náhodného K1.

Abychom zı́skali výsledky konzistentnı́ s předešlou deterministickou analýzou, uvažujeme
deterministickou hodnotu K1 jako střednı́ hodnotu. Druhý parametr Weibullova rozloženı́ byl
nastaven s ohledem na cov nominálnı́ pevnosti nejmenšı́ho vzorku (experimentálně zjištěný cov
pro velikost A byl 0.16). Tato volba je podpořena skutečnostı́, že pro velikost A bylo testováno
nejvı́ce vzorků (10 realizacı́, viz Tab. 1). Tedy odhad rozptylu má většı́ statistickou významnost
než u ostatnı́ch velikostı́. A navı́c se domnı́váme, že vliv oslabeného okraje redukuje pouze
střednı́ nominálnı́ pevnost, ale neovlivňuje rozptyl pevnostı́. Pro jednoduchost byla použita
hodnota cov=0.15 (15% relativnı́ variabilita lokálnı́ materiálové pevnosti). Tato hodnota je
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kde d = vzdálenost dvou bodů; lr = korelačnı́ délka, pro náhodné pole K1 použita hodnota
80 mm.

Lze ukázat, že realizace náhodného pole lokálnı́ pevnosti K1 pro vzorky, které jsou mno-
hem menšı́ než jedna autokorelačnı́ délka, je konstantnı́ funkce v celém rozsahu a všechny
lokálnı́ pevnosti celého vzorku mohou být reprezentovány pomocı́ náhodné veličiny (namı́sto
počtu prostorově korelovaných veličin). Protože nominálnı́ pevnost vzorků je pouze jednoduchá
transformace vstupnı́ho pevnostnı́ho parametru K1 (bez prostorové variability, která by dovolila
lokalizovat trhlinu jinde oproti deterministické analýze), vı́me, že střednı́ hodnota nominálnı́
pevnosti nejmenšı́ho vzorku bude stejná jako v deterministické analýze. Toto je důvodem využitı́
K1 z deterministické analýzy jako střednı́ hodnoty náhodného pole parametru K1.

Realizace náhodných polı́ vypočı́tané v mı́stech integračnı́ch bodů byly simulovány me-
todou popsanou v (Vořechovský 2005; Vořechovský 2004b; Vořechovský and Novák 2005).
Simulovaná náhodná pole jsou stacionárnı́, izotropnı́ a homogennı́. Stručně řečeno, ortogonálnı́
transformace kovariančnı́ matice byla použita v kombinaci s Latin Hypercube Sampling ná-
hodné složky expandovaného pole (Novák, Lawanwisut, and Bucher 2000). Tato kombinace je
při generovánı́ náhodných polı́ velmi efektivnı́, s vysokou přesnostı́ odhadu statistické odezvy ve
srovnánı́ s klasickou metodou Monte Carlo. Numerické studie dokumentujı́cı́ tuto efektivitu jsou
např. (Vořechovský 2005; Vořechovský 2004b; Vořechovský and Novák 2005). Toto je velmi
důležitý rys v přı́padech kdy výpočet každé odezvy trvá relativně dlouhou dobu. V našem přı́-
padě je jeden výpočet reprezentován nelineárnı́m výpočtem odezvy metodou konečných prvků
pomocı́ microplane modelu. Je zřejmé, že taková náročnost musı́ být vyvážena co nejmenšı́m
možným počtem simulacı́. Bylo testováno, že 64 simulacı́ je dostatečné množstvı́ poskytujı́cı́
stabilnı́ a přesný statistický odhad parametrů pole (průměry, odhady směrodatné odchylky, au-
tokorelačnı́ strukturu) a také reprodukovatelné odhady statistik odezvy konstrukce (nominálnı́
pevnost, atd.).

Automatická simulace všech odezev konstrukce byla provedena pomocı́ software SARA
integrujı́cı́ programy (i) ATENA (výpočet odezvy) na jedné straně a (ii) FREET (Vořechovský
2004b; Novák, Vořechovský, and Rusina 2006; Novák, Vořechovský, and Rusina 2003) na straně
druhé (generace realizacı́ náhodných parametrů, statistické vyhodnocenı́).

Na obr. 3 je zobrazena vypočtená sada diagramů zatı́ženı́-průhyb a ilustrace definice posunutı́
(separace dvou měřicı́ch bodů). Vybrané diagramy jsou zvýrazněny a odpovı́dajı́cı́ realizace
náhodného pole pevnosti jsou na obr. 4. Pı́smeno značı́ velikost vzorku a čı́slo pořadovým
čı́slem simulace. Vedle nejběžněji se vyskytujı́cı́ch křivek zatı́ženı́-průhyb je zvýrazněno i
několik průběhu neobvyklého tvaru (typu snap-back nebo „smyčka“). V běžné experimentálnı́
praxi mohou být takovéto průběhy naměřeny pouze výjimečně. Jak bude diskutováno později,
v našem přı́padě byly zı́skány některé neobvyklé a neočekávané tvary průběhů, což je částečně
dáno definicı́ přemı́stěnı́∆u a zejména prostorovou náhodnostı́ s vysokou variabilitou. Srovnánı́
maximálnı́ pevnosti deterministického diagramu zatı́ženı́-průhyb se střednı́ hodnotou nominálnı́
pevnosti přibližuje Obr. 3. Rozdı́l mezi nimi roste s velikostı́ vzorku. Zatı́mco se střednı́ pevnost

relativně vysoká, což naznačuje relativně nı́zký Weibullův modulus zmı́něný výše. Diskretizo-
vané náhodné pole je soubor autokorelovaných náhodných veličin. Nejdůležitějšı́m parametrem
(vedle autokorelačnı́ funkce) je autokorelačnı́ délka, která řı́dı́ vzdálenost, ve které je náhodná
materiálová pevnost korelována. Použili jsme kvadratickou exponenciálnı́ autokorelačnı́ funkci:

R = exp

⎡
⎣−

(
d

lr

)2⎤⎦ (5)

6 Engineering Mechanics, Svratka 2006, #102



0.5

0

1

1.5

2

2.5

3

3.5
N

o
m

in
á
ln

í
n
a
p
ì
tí

�
[M

P
a
]

0.5

0

1

1.5

2

2.5

3

0.5

0

1

1.5

2

2.5

3

0.5

0

1

1.5

2

2.5

3

0 10 20 30 40

5 10 15 20

0 40 80 12020 60 100 140

0 20 40 6010 30 50 700

� �u u= - [ m]uupp low

2

15

E
(800 mm)

C
(200 mm)

F
(1600 mm)

D
(400 mm)

18

10

27

42

52

3

13

22

51

34

55

3

22

44

27

47

55

F

u
low

u
upp

26

Determ.

Determ.

Determ.

Determ.

mean ±
std. dev.

deterministický
výpoèet

N
o
m

in
á
ln

í
n
a
p
ì
tí

�
[M

P
a
]

Obrázek 3: Diagramy zatı́ženı́-posunutı́ (64 realizacı́) pro velikosti C, D, E a F. Vybrané průběhy
jsou zvýrazněny.

velikosti C takřka kryje s maximálnı́ hodnotou deterministického diagramu, u vzorku E je
deterministická křivka nad všemi 64 náhodnými realizacemi diagramu, viz Obr. 3.

Na obr. 4 jsou zobrazeny vybrané realizace náhodného pole pevnosti pro všechny velikosti A -
F. Poznamenejme, že podobné pravidlo jako v rovnici 2 lze napsat i pro význam statistické délky
(zde ve formě autokorelačnı́ délky lr). Pro dané náhodné pole pevnosti (statistické rozdělenı́ a
autokorelačnı́ strukturu) lze vztah mezi lr a D zapsat jako:

for ∀k > 0 : σN (D, lr) = σN (k D, k lr) (6)

Je zřejmé, že s poklesem poměru autokorelačnı́ délky a velikosti vzorku D roste mı́ra prosto-
rové fluktuace realizace náhodného pole. Tedy roste počet mı́st s malou materiálovou pevnostı́
(možná mı́sta porušenı́). Jinými slovy, s rostoucı́ velikostı́ vzorku roste pravděpodobnost výskytu
slabého mı́sta v oblastech s vysokým napětı́m. Tento jev byl již dávno pojmenován jako vliv
velikosti. Klasický statistický vliv velikosti je modelován pomocı́ jednoduchého „modelu nej-
slabšı́ho článku“ a obvykle aproximován Weibullovým zákonem (Weibull 1939). Nicméně, jak
bylo vysvětleno v (Vořechovský 2004b; Vořechovský 2004a; Vořechovský and Chudoba 2006),

M. Vořechovský, D. Matesová 7



A 22 B 14 C 22 C 34 C 51 C 55

D3 D 22 D 27 D 44 D 47 D 55

E 2 E 3 E 10 E 15 E 18 E 27

F 3 F 13 F 26 F 42 F 52

nízká pevnost

vysoká pevnost

Obrázek 4: Simulace realizacı́ náhodného pole pevnostı́ a přı́slušejı́cı́ mapy trhlin v deformova-
ných vzorcı́ch těsně po dosaženı́ maximálnı́ sı́ly Fmax. Výpočet pole a šı́řky trhlin v integračnı́ch
bodech.

klasický Weibullův model nenı́ schopen zohlednit prostorovou korelaci mezi lokálnı́mi mate-
riálovými pevnostmi. Weibullův model je založen na IID (nezávislosti a identickém rozloženı́)
náhodných veličin uspořádaných sériově (řetěz). Vliv takových předpokladů je ten, že pevnost
nekonečně malého vzorku je nekonečná. Ve Weibullově modelu je každá konstrukce ekvivalentnı́
řetězu namáhanénu v tahu, řetězu nezávislých členů s identickým statistickým rozloženı́m na-
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Obrázek 5: Vlevo: odhad rozloženı́ nominálnı́ pevnosti vzorků s Weibullovským náhodným
polem K1. Nejlepšı́ aproximace Weibullovým rozloženı́m (Rov. 4). Vpravo: spočtené pole
hlavnı́ch tahů na vzorku při elastickém stavu napjatosti.

Rozloženı́ trhlin ve dvou náhodně vybraných vzorcı́ch A 22 a B 14 (viz obr. 4) ukazuje
nejčastějšı́ mı́sta lokalizace porušenı́. Malá excentricita zatı́ženı́ a relativně úzký krček vzorku
ve tvaru psı́ kosti s velkou jistotou zaručuje inicializaci trhliny na pravé straně zúženı́. Realizace
náhodného pole v obou přı́padech (A, B) jsou téměř konstantnı́ a tudı́ž nezbývá prostor pro
uplatněnı́ principu nejslabšı́ho článku. Struktura trhlin C 22 ve stejném obrázku dokládá, že
lokálnı́ pevnost určitého mı́sta může být tak malá, že relativně malé napětı́ v tomto mı́stě může
inicializovat porušenı́. Pootočenı́ desek ve vzorku C 22 bylo v opačném směru oproti běžnému
přı́padu. Protože porušenı́ bylo lokalizováno mimo vzdálenost měřı́cı́ch bodů, které monitorujı́
posunutı́ ∆u, tak odpovı́dajı́cı́ σ-∆u diagram na Obr. 3 je ve tvaru snap-back. To stejné platı́
pro C 51, zatı́mco C 34 a C 55 jsou typickými reprezentanty σ-∆u diagramů a rozloženı́ trhlin.
Podobné rysy mohou u série D. Pozice trhlin u D 3 a D 22 způsobila snap back, zatı́mco D 27,
D 44, D 47 a D 55 ilustrujı́ náhodné realizace inicializace trhliny vedoucı́ k obvyklejšı́mu tvaru
σ-∆u diagramu z našeho virtuálnı́ho testovacı́ho zařı́zenı́.

Velmi zajı́mavé jsou diagramy E 15 a E 18. „Smyčky“ na Obr. 3 jsou výsledkem poněkud
nešt’astného přı́padu trhlin blı́zko měřicı́ch bodů. Může se stát, že v jistém mı́stě zatěžovánı́
se spodnı́ měřicı́ bod začne pohybovat rychleji než hornı́ a výsledkem toho je neobvyklý tvar
σ-∆u diagramu u E 15. Vzorek se může později začı́t porušovat v krčku, jak se stalo v přı́padě
E 18. U série F je autokorelačnı́ délka tak malá ve srovnánı́ s rozměry vzorku, že trhlina se opět
inicializuje na pravé straně krčku téměř ve všech přı́padech, viz obr. 3 a 4. U série A nebyla
v žádné simulaci zı́skána křivka typu snap-back způsobená rozvojem trhlin mimo vzdálenost
měřicı́ch bodů a v přı́padech B a F byl zaznamenán pouze jeden přı́pad, viz Obr. 3. Lze prohlásit,
že nejzajı́mavějšı́ procesy probı́hajı́ ve vzorcı́ch o velikosti srovnatelné s jedno až dvojnásobnou

pětı́. Jestliže je lokálnı́ pevnost modelována autokorelovaným náhodným polem (a uvažujeme-li
autokorelačnı́ délku jako materiálovou vlastnost), je asymptota pevnosti malých velikostı́ ekvi-
valentnı́ rozloženı́ lokálnı́ materiálové pevnosti. Na druhé straně, asymptota velkých velikostı́
je přesně rovna asymptotě Weibullova modelu (Vořechovský 2004b; Vořechovský 2004a; Vo-
řechovský and Chudoba 2006), (pro vhodný výběr referenčnı́ délky a přı́slušného parametru
měřı́tka Weibullova rozloženı́ ve Weibullově modelu). Autokorelačnı́ délka hraje důležitou roli
statistického „scaling“ délky v materiálu řı́dı́cı́ přechod z pevnosti jako náhodné veličiny (plná
korelace v malých konstrukcı́ch) na mnoho nezávislých lokálnı́ch pevnostı́ (velké konstrukce,
Weibullův model).

M. Vořechovský, D. Matesová 9



korelačnı́ délkou (oblast přechodu z pevnosti jako jedné náhodné veličiny na soubor nezávislých
proměnných).

Poznamenejme, že na rozdı́l od experimentů jsme nekontrolovali přitěžovánı́ přı́růstkem
posunutı́∆u, ale posunutı́m na hornı́m a dolnı́m lı́ci a tudı́ž bylo možno bez problémů zaznamenat
diagramy typu snap-back.

Jsme schopni simulovat náhodnou odezvu vzorků menšı́ch než A s náhodným polem K1 a
navı́c můžeme k reprezentaci náhodnosti v tak malých vzorcı́ch jednoduše použı́t generovánı́
pomocı́ náhodných veličin. Na druhé straně je ale velmi problematické simulovat realizace
náhodného pole pro vzorky o mnoho většı́ než F. I přes zájem prvnı́ho autora o techniky řešenı́
technických obtı́žı́ výpočtů velkých konstrukcı́ stochastickými konečnými prvky (Vořechovský,
Chudoba, and Jeřábek 2006), bude zde použit jiný způsob. Naštěstı́ je totiž v našich výpočtech
náhodná pouze pevnost a lze využı́t klasického Weibullova integrálu pro velké konstrukce. Jak
bylo vysvětleno v (Vořechovský 2004b; Vořechovský 2004a; Vořechovský and Chudoba 2006),
jestliže je konstrukce dostatečně velká, prostorová korelace lokálnı́ pevnosti se stává nedůležitou
a Weibullův integrál dává řešenı́ ekvivalentnı́ plné simulaci stochastickými konečnými prvky.
Stručně naznačme výpočtový postup vyhodnocenı́ Weibullova integrálu pro pravděpodobnost
poruchy konstrukce, detaily mohou být nalezeny např. v (Bažant and Planas 1998). Weibullův
integrál má tvar:

− ln (1− Pf ) =
∫
V

c [σ (x) ;m,σ0] dV (x) (7)

kde Pf = pravděpodobnost (kumulativnı́ hustota pravděpodobnosti) zatı́ženı́ vedoucı́ k selhánı́
konstrukce; c [•] = funkce koncentrace napětı́.

Existuje několik možných definic pro funkci koncentrace napětı́, viz (Bažant and Planas
1998). U zde studovaných vzorků je hlavnı́ složkou tenzoru napětı́ normálové napětı́ σyy. Pole
napětı́ σyy téměř splývá s hlavnı́mi tahy σI . Protože jsou uvažována pouze tahová napětı́ jako
původce porušenı́, definujeme funkci koncentrace napětı́ jednoduše jako:

c [σ (x) ;m,σ0] =
1

V0

〈
σI (x)

σ0

〉m

(8)

kde V0 = referenčnı́ objem asociovaný s dvojicı́ parametrů m a σ0.

Na obr. 5 vpravo je zobrazeno spočtené pole hlavnı́ch tahů po ploše vzorku v elastickém
stavu napjatosti. Numerickou integraci tohoto pole napětı́ pro různé velikosti vzorků a prav-
děpodobnosti poruchy lze vhodně přepsat do bezrozměrných souřadnic, čı́mž se výpočet stává
velmi snadným. Výsledná střednı́ hodnota vlivu velikosti je vynesena na obr. 6 (asymptotická
křivka střednı́ch hodnot vlivu velikosti). Poznamenejme, že jiný způsob simulace náhodné pev-
nosti velkých konstrukcı́ je možný s využitı́m stabilitnı́ho postulátu extrémnı́ch hodnot (Fisher
and Tippett 1928). Takový výpočtový postup je elegantnı́ trik využı́vajı́cı́ rekurzı́vnı́ vlastnosti
distribučnı́ funkce a je popsán v (Bažant, Vořechovský, and Novák 2005; Novák, Bažant, and
Vořechovský 2003) společně s konkrétnı́ aplikacı́. Výsledky takového přı́stupu (a také Wei-
bullova integrálu jak zde byl prezentován) jsou platné pouze pro extrémně veliké konstrukce,
kde vymizı́ vliv konstrukčnı́ nelinearity (způsobujı́cı́ přerozdělenı́ napětı́). Pro malé velikosti zde
vznikajı́ dva problémy: (i) prostorová korelace lokálnı́ pevnosti a (i) vliv redistribuce napětı́. Vý-
sledkem musı́ být přı́mka v dvojitě logaritmickém měřı́tku velikosti vs. pevnosti (průběh vlivu
velikosti je mocninný zákon). Přı́stup založený na jednoduché změně měřı́tka u Weibullových
náhodných veličin sdruženými s oblastmi konstrukce různých velikostı́ byl použit v (Lehký and
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Obrázek 6: Srovnánı́ výsledků vlivu velikosti.

Novák 2002). Autoři zde jednoduše použili pravidlo pro „scaling“ pouze pro velikosti většı́ než
velikost C a toto jim pomohlo simulovat experimentálnı́ data. Použitý numerický model ovšem
nedovoloval volné otáčenı́ desek a nebyla modelována excentricita zatěžujı́cı́ sı́ly, což oboje z
našeho pohledu negativně ovlivnilo výsledky statistické odezvy. Předepsánı́m okrajových pod-
mı́nek desek bez volné rotace se vzorek porušuje jinak než v přı́padě volně rotujı́cı́ch desek.
Toto je velmi důležité zejména při prostorově náhodném rozloženı́ pevnosti.

6. Analýza výsledků a diskuse

Zavedenı́m třech různých délek měřı́tka (scaling lenghts) jsme schopni nezávisle začlenit
tři různé vlivy do modelu popisujı́cı́ho tři vlivy velikosti na nominálnı́ pevnost. Šı́řka p8su
trhlin cb (deterministické měřı́tko) řı́dı́ u kterých velikostı́ dojde k přechodu z duktilnı́ho na
elasticko-křehké chovánı́ a tudı́ž také ovlivňuje přechod mezi dvěma horizontálnı́mi asympto-
tami závislosti vlivu velikosti (viz obr. 2). Druhá zavedená délka (tloušt’ka oslabeného okraje
tw) spolu s redukcı́ materiálové pevnosti ovlivňuje u kterých velikostı́ dojde k významnému
poklesu nominálnı́ pevnosti. Tato redukce zesiluje s klesajı́cı́ velikostı́ vzorku a způsobuje
opačný sklon křivky vlivu velikosti oproti deterministické a statistické křivce (viz Obr. 2).
Poslednı́ uvažovanou délkou je autokorelačnı́ délka lr řı́dı́cı́ přechod od náhodnosti způso-
bené rozptylem materiálové pevnosti (jedna náhodná veličina pro materiálovou pevnost) k sadě
nezávislých shodně rozložených náhodných veličin lokálnı́ materiálové pevnosti skrz autokore-
lované náhodné pole. Jinými slovy řı́dı́ konvergenci k Weibullovu statistickému vlivu velikosti
založenému na principu nejslabšı́ho článku. Taková souhra třı́ nezávislých materiálových délek
je velmi komplexnı́. Je takřka nemožné určit všechny tyto parametry na základě dostupných
experimentálnı́ch dat a to i v přı́padě, že by model odrážejı́cı́ tyto tři vlivy byl zcela správný.

Na obr. 5 vlevo je zobrazen odhad distribučnı́ funkce nominálnı́ pevnosti všech testovaných
velikostı́ jak byl zı́skán z plné stochastické simulace metodou konečných prvků, kde byl parametr
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K1 modelován náhodným polem. Tabulka nad grafy prezentuje parametry Weibullova rozloženı́,
které vedou k nejlepšı́ aproximaci empirických histogramů. Weibullův modulus z nějakých
důvodů roste pro velikosti E a F i když sklon přı́slušné křivky vlivu velikosti na obr. 6 naznačuje
hodnotu 7.91 (očekávaná hodnota vyplývajı́cı́ z Weibullova vlivu velikosti elasticko-křehkých
konstrukcı́). Odchylky mohou být způsobeny numerickými chybami; zejména nedostatečnou
diskretizacı́ náhodného pole s ohledem na autokorelačnı́ délku: variabilita nenı́ dostatečně
podchycena hustotou integračnı́ch bodů, protože sı́t’konečných prvků u modelů velkých velikostı́
nebyla zahuštěna. Přesněji řečeno, počet konečných prvků byl byl stejný u všech velikostı́ z
důvodů šetřenı́ výpočtového času.

Výsledné nominálnı́ pevnosti pro všechny velikosti zı́skané prostředky nelineárnı́ stochas-
tické FEM jsou vyneseny a srovnány s experimenty na obr. 6. Je zřejmé, že počı́naje velikostı́
C se závislost nominálnı́ pevnosti na velikosti stává převážně statistickou a nejsme schopni
ji modelovat samostatným deterministickým modelem, viz např. (Novák, Vořechovský, Pukl,
and Červenka 2001). Zahrnuty jsou taktéž velikosti F, H a J spočtené Weibullovým integrálem
(Rov. 7 a 8). Weibullovo řešenı́ je přı́mka a reprezentuje asymptotický vliv velikosti konstrukcı́
způsobený výhradně prostorovou náhodnostı́ pevnosti. Nad uvedenými závislostmi jsou zobra-
zeny oblasti velikostı́ pro různé výpočtové postupy použité pro modelovánı́ náhodné pevnosti.

Silná křivka na obr. 6 (označená jako 3) je výsledkem kombinace všech třı́ vlivů zde popsa-
ných. Křivka byla zı́skána uplatněnı́m bezrozměrného redukčnı́ho faktoru rσ jako vlivu oslabe-
ného okraje na výsledky nelineárnı́ stochastické FEM (tloušt’ka okraje tw = 2 mm, redukce rt

= 0.5). Toto byl jednoduchý způsob, jak odhadnout konečný výsledek modelu kombinujı́cı́ho
všechny vlivy. Tento jednoduchý způsob nenı́ zcela přesný, protože uplatňuje redukci okrajové
vrstvy až na konečnou hodnotu výsledku simulacı́ s náhodným polem. Obecně nelze takto po-
stupovat, protože zdroje vlivu velikosti spolu interagujı́. Pro zı́skánı́ konzistentnı́ch výsledků
by bylo třeba modelovat lokálnı́ pevnosti náhodným polem a použı́t redukci okrajové vrstvy
pro každou realizaci pole zvlášt’. Toto by pomohlo inicializovat trhlinu v okrajové vrstvě čas-
těji. Nicméně čas k provedenı́ plných simulacı́ by byl nezbytný. Na prvnı́ pohled je zřejmé, že
pevnost velikosti A neodpovı́dá zcela experimentu (i přes odpovı́dajı́cı́ rozptyl). Věřı́me, že to
lze částečně napravit uvažovánı́m podmı́nek rovinné deformace a zejména důležitý je fakt, že
tloušt’ka (0.1 m) je většı́ než šı́řka vzorku a 3D model by často dovolil inicializaci trhliny z
přednı́ či zadnı́ plochy vzorku (viz Obr. 1 vlevo). Tento jev by zajisté vedl k poklesu pevnosti
velikosti A.

Korelačnı́ délka lr byla v této studii nastavena na hodnotu přibližně rovnou tloušt’ce vzorku.
Právě při této délce začı́ná být variabilita lokálnı́ pevnosti významná a může zkreslit výsledky
velmi malých velikostı́. Autoři experimentů vždy upozorňovali, že dı́ky betonáži vzorků má
přednı́ vrstva rozdı́lné materiálové vlastnosti než vrstva zadnı́. Tento vliv nynı́ modelujeme
pomocı́ 3D modelu, výsledky jsou však mimo rozsah tohoto přı́spěvku a 3D vlivy jsou zde
zanedbány (Vořechovský and Matesová 2006).

7. Závěry

Provedené numerické simulace náhodné odezvy zkoušky v tahu na vzorcı́ch tvaru psı́ kosti s
rotačnı́mi okrajovými podmı́nkami publikované van Vlietem a van Mierem jsou v dobré shodě s
publikovanými výsledky. Na základě srovnánı́ trendu závislosti nominálnı́ pevnosti na velikosti
vzorku lze řı́ci, že numerický model zahrnujı́cı́ tři délková měřı́tka je schopen postihnout nejdů-
ležitějšı́ mechanismy porušenı́. Zejména bylo ukázáno, že část experimentálně naměřeného vlivu
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velikosti lze postihnout na deterministické úrovni s pomocı́ deterministické délky reprezento-
vané v našem modelu šı́řkou pásu trhlin. V dalšı́m je vliv velikosti na pevnost velkých vzorků
modelován pomocı́ autokorelovaného náhodného pole. Důležitá statistická délka je zavedena
formou autokorelačnı́ délky pole. Forma asymptotického vlivu velikosti způsobeného náhodnou
pevnostı́ je klasický Weibullův mocninný zákon. Náhodným generovánı́m pole lokálnı́ pevnosti
jsme schopni modelovat také náhodný rozptyl výsledné nominálnı́ pevnosti. Poslednı́ vliv zde
prezentovaný je oslabená okrajová vrstva konstantnı́ šı́řky. Tento oslabený okraj má za následek
redukci pevnosti malých vzorků, což vede k opačnému trendu než u dvou předešlých vlivů
velikosti. Prezentovaná studie dokumentuje dobře známý fakt, že experimentálnı́ určovánı́ ma-
teriálových parametrů (potřebných pro racionálnı́ a bezpečný návrh konstrukcı́) je velmi obtı́žné
u kvazikřehkých materiálů jako je beton.

8. Poděkovánı́

Prezentované výsledky byly dosaženy s finančnı́ podporou projektu Grantové agentury České
Republiky č. 103/04/2092. Autoři děkujı́ panu Sadı́lkovi za pomoc při rozsáhlých numerických
simulacı́ch.
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Vořechovský, M., R. Chudoba, and J. Jeřábek (2006). Adaptive probabilistic modeling of lo-
calization, failure and size effect of quasi-brittle materials. In ECCM-2006 - III European
Conference on Computational Mechanics, Lisbon, Portugal, pp. in print.
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