
DYNAMICAL MODEL OF A FLEXIBLE TUBE

P. Frantı́k1, M. Vořechovský2

Summary: The paper presents two numerical models applied to a dynamic problem
of interaction between fluid and a tube made of a flexible material. In particular,
we model a foil tube filled with water. The motivation is to analyse behavior of the
tube depending on the inner water pressure. This kind of structure has previously
been proposed in river engineering to serve as a mobile weir, cofferdam, line flood
protection etc. The model proved itself to be simple and fast and therefore suitable
for such class of problems.

1. Úvod

Manipulace s povrchovou vodou patřı́ ve stavebnictvı́ (a nejen v něm) k finančně i technicky
náročným pracı́m. Je-li zapotřebı́ změnit či usměrnit tok řeky, popřı́padě vytvořit v řečišti jı́mku,
použı́vajı́ se často štětové stěny, které se beranı́ do podložı́. Jako protipovodňová ochrana se
použı́vajı́ zemnı́ valy, různé typy mobilnı́ch zábran a v kritických situacı́ch se stavı́ stěna z pytlů
s pı́skem.

Obrázek 1: Ilustrace převáděnı́ vody trubkou z fólie

Pro tyto a dalšı́ účely byl navržen systém pro převáděnı́ stavebnı́ vody, viz [Vořechovský 1980].
Systém se skládá z fólie uzavřené do tvaru trubky, která je plněna pod tlakem vodou. Voda se do
trubky přivádı́ bud’samospádem z rečiště (z vyvýšeného mı́sta), nebo je do nı́ vháněna čerpadly.
Výstupnı́ otvor trubky je proveden tak, aby byl za daných podmı́nek udržován ve válci potřebný
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tlak. Profil trubky lze přizpůsobovat délkou obvodu a tlakem vody. Je zřejmé, že tento systém
má mnoho přednostı́: je levný a ekologický, snadno se převážı́, instaluje a upravuje. Hodı́ se pro
různé podmı́nky. Lze jej použı́t pro převáděnı́ vody, jı́mkovánı́, jako pasivnı́ i aktivnı́ liniovou
ochranu před povodněmi, jako přenosný jez. Obtı́že při užitı́ tohoto systému jsou následujı́cı́:

• neurčitost tvaru trubky po naplněnı́ pod daným tlakem,

• fixace polohy trubky a zamezenı́ podtečenı́,

• stanovenı́ chovánı́ trubky při bočnı́m tlaku vody,

• regulace tlaku a škrcenı́ výtokového otvoru,

• stav napjatosti ve fólii.

Tento přı́spěvek se věnuje modelovánı́ profilu trubky pro určenı́ závislosti jejı́ho tvaru a dal-
šı́ch vlastnostı́ na vnitřnı́m tlaku vody. Mezi důležité vlastnosti profilu patřı́ jeho výška, množstvı́
vody, délka kontaktu s podložı́m a kontaktnı́ napětı́. Cı́lem je také ukázat alternativnı́ metody
k metodě konečných prvků (MKP). Formulace úlohy v MKP by byla pravděpodobně kompli-
kovaná a řešenı́ by bylo časově náročné.

2. Modelovánı́

Profil trubky byl modelován pro zjištěnı́ uvedených vlastnostı́ jako rovinná úloha (přı́čný řez
válcové plochy trubky). Řešenı́ je provedeno pomocı́ dvou metod založených na fyzikálnı́
diskretizaci hypotetického kontinua. Prvnı́ metoda uvažuje fólii jako velmi štı́hlý prut, viz
[Frantı́k 2004, Frantı́k 2005] a druhá metoda modeluje fólii jako řetězec „pseudočástic“.

Teleskopické dı́lce
Prvnı́ model fólie, založený na analogii s pružným štı́hlým prutem, ji nahrazuje zvoleným
počtem „teleskopických dı́lců“, které se pružně prodlužujı́ a jsou vzájemně propojeny klouby
s rotačnı́mi pružinami, viz obr. 2. Podložı́ je modelováno jako Winklerův podklad (lineárnı́
kontakt, bez smyku, bez třenı́) a voda je zde reprezentována pouze tlakem na dı́lce.

Obrázek 2: Schéma modelu trubky z teleskopických dı́lců



Liniové pružiny v dı́lcı́ch i rotačnı́ pružiny na kloubech jsou uvažovány jako lineárnı́. Tedy
jejich napjatost je lineárně závislá na jejich deformaci:

Fl = kl dl, Mf = kf dϕ, (1)

kde Fl je sı́la, kterou liniová pružina působı́ na spojovacı́ klouby, kl je tuhost liniové pružiny, dl
je protaženı́ liniové pružiny; Mf je moment, kterým rotačnı́ pružina působı́ na připojené dı́lce,
kf je tuhost rotačnı́ pružiny a dϕ je natočenı́ dı́lců v mı́stě připojenı́ pružiny. Pro přetvořenı́
liniové pružiny dlij spojujı́cı́ klouby i a j je užit geometricky přesný popis:

dlij = lij − l0ij, lij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2, (2)

kde xi, yi jsou aktuálnı́ souřadnice kloubů, lij je aktuálnı́ délka pružiny, původnı́ délka nenapjaté
pružiny je l0ij . Podobně pro přetvořenı́ rotačnı́ pružiny dϕijk ležı́cı́ na kloubu j a vázané na
klouby i a k (viz obr. 2) lze psát geometricky přesně:

dϕijk = ϕijk − ϕ0
ijk, ϕ0

ijk = ϕjk − ϕij, sin ϕij =
yj − yi

lij
, (3)

kde ϕij je aktuálnı́ natočenı́ dı́lce, ϕijk je aktuálnı́ úhel mezi dı́lci ij a jk a ϕ0
ijk je úhel nenapjaté

rotačnı́ pružiny.
Voda je v modelu reprezentována pouze svým tlakem, který je prostřednictvı́m dı́lců přenášen

na klouby. Dı́lec ij působı́ na kloub i silou Fwij , kolmou na dı́lec, pro kterou platı́:

Fwij =
lij
6
·





(2qi + qj) jestliže qi ≥ 0 ∨ qj ≥ 0,

(2qi − 3qj)q2
i / (qi − qj)

2 jestliže qi ≥ 0 ∨ qj < 0,

q3
j / (qi − qj)

2 jestliže qi < 0 ∨ qj ≥ 0,
0 jinak,

(4)

kde qi je intenzita fiktivnı́ho tlaku vody nad kloubem i, pro který platı́:

qi = ρg(yw − yi), (5)

kde ρ je hustota vody, g je tı́hové zrychlenı́ a yw je výška fiktivnı́ vodnı́ hladiny.
Podložı́ je modelováno kontaktnı́m Winklerovým podkladem v úrovni y = 0. Kontakt je

uvažován lineárnı́ s tuhostı́ kc. Pro kontaktnı́ sı́lu Fci, působı́cı́ svisle vzhůru na kloub i, platı́:

Fci =

{ −kc yi jestliže yi < 0,
0 jinak.

(6)

Jelikož je uvažováno soustředěnı́ hmoty fólie do kloubů, je stav modelu v čase t jedno-
značně dán polohou a rychlostı́ všech těchto kloubů. Pohybové rovnice lze odvodit užitı́m např.
Newtonovy klasické mechaniky ve tvaru:

dxi

dt
= vxi,

dvxi

dt
=

1
m

(Rxi − cmvxi),

dyi

dt
= vyi,

dvyi

dt
=

1
m

(Ryi − cm vyi),

(7)



kde c je koeficient útlumu, m je hmotnost kloubu, vxi, vyi jsou složky rychlosti kloubu a Rxi,
Ryi jsou složky výslednice interakčnı́ sı́ly Ri, kterou dı́lce působı́ na kloub. Výslednice R =
f(Fl,Mf , Fw, Fc), viz vztah (1), je jediným nelineárnı́m členem vyskytujı́cı́m se v pohybových
rovnicı́ch (7) dı́ky nelinearitě vztahů (2), (3), (4) a (6). Pohybové rovnice (7) jsou řešeny
numericky metodou Runge-Kutta.

Pseudočástice
Druhý model fólie, založený na analogii s působenı́m atomů a molekul, ji nahrazuje zvoleným
počtem „pseudočástic“, které jsou vzájemně propojeny pomocı́ lineárnı́ interakce, viz obr. 3.
Tento model tedy, narozdı́l od předchozı́ho, neuvažuje ohybovou tuhost fólie. Podložı́ je mo-
delováno rovněž jako Winklerův podklad (lineárnı́ kontakt, bez smyku, bez třenı́). Voda je zde
reprezentována pseudočásticemi druhého druhu, které působı́ vzájemně na všechny pseudočás-
tice obou druhů.

Obrázek 3: Schéma modelu trubky z pseudočástic

Částice reprezentujı́cı́ fólii působı́ na sousednı́ částice fólie lineárnı́ interakcı́. Jejich napja-
tostnı́ funkce je tedy totožná s prvnı́m ze vztahů (1) u předcházejı́cı́ho modelu. Pseudočástice
vody interagujı́ se všemi ostatnı́mi pseudočásticemi. Interakčnı́ sı́la Frij mezi částicı́ i a j je
dána vztahem:

Frij =

{
kr (rij − r0

ij) jestliže rij < r0
ij,

0 jinak.
(8)

kde kr je fiktivnı́ tuhost interakce, rij je vzdálenost interagujı́cı́ch částic a r0
ij je vzdálenost, při

které interakce vymizı́.
Podložı́ je modelováno stejně jako u předchozı́ho modelu, viz vztah (6).
Pohybové rovnice pseudočástic jsou totožné s pohybovými rovnicemi předchozı́ho modelu

(uplatňujı́ se pro oba druhy pseudočástic). Jediný rozdı́l spočı́vá v definici výslednice sil R =
f(Fl, Fr, Fc). Tyto pohybové rovnice jsou rovněž řešeny numericky metodou Runge-Kutta.

3. Výsledky simulacı́

Již v úvodu bylo řečeno, že mezi důležité vlastnosti profilu z ohebné fólie patřı́ výška,
množstvı́ vody, délka kontaktu s podložı́m a kontaktnı́ napětı́.



Vzhledem k faktu, že se jedná o kvalitativnı́ studii chovánı́ fóliové trubky a s ohledem na
zvolené vlastnosti fólie a podložı́ (tahově tuhá fólie a tuhé podložı́), nezáležı́ přı́liš výsledky
na konkrétnı́ch rozměrech a hodnotách parametrů. Proto nejsou tyto hodnoty specifikovány
a výsledky jsou uvedeny v bezrozměrném tvaru vztaženém k nenapjaté fólii ve tvaru kružnice
s obvodem O. Řı́dı́cı́m parametrem systému je ve všech přı́padech výška fiktivnı́ hladiny vody,
tedy vnitřnı́ tlak.

Srovnánı́ modelů

Na obr. 4 je vidět porovnánı́ ustáleného stavu obou modelů (ustálený stav pseudočásticového
modelu nenı́ statický). Model vlevo je složen z 80 teleskopických dı́lců. Model vpravo obsahuje
160 pseudočástic fólie a 378 pseudočástic vody (22 částic při simulaci uniklo3). Pseudočásticový
model fólie je hustšı́ kvůli diskretizaci vodnı́ masy.

Obrázek 4: Porovnánı́ obou modelů: vlevo teleskopické dı́lce, vpravo pseudočástice

Ačkoliv jsou zde prezentovány dva modely, pro dalšı́ studie byl použit model s teleskopickými
dı́lci, zejména kvůli jeho lepšı́ výstižnosti při nižšı́ch nárocı́ch na trvánı́ simulace. Užitı́ pseudo-
částicového modelu se očekává v budoucnu při nutnosti modelovánı́ dynamiky kapaliny.

Vlastnosti profilu

Simulace úlohy s užitı́m teleskopického modelu byla prováděna následujı́cı́m způsobem:
Vzhledem ke zvolené úrovni podložı́ se nad nı́m vytvořila trubka s minimálnı́ napjatostı́ ve
tvaru kružnice. Fiktivnı́ hladina vody byla nastavena pod úrovnı́ podložı́. Při započetı́ simulace
došlo k pádu trubky na podložı́ a ustálenı́ do tvaru blı́zkého zcela „splasklé“ trubce (odchýlenost
úplného „splasknutı́“ je dána velikostı́ ohybové tuhosti fólie). Hladina vody, jejı́ž zvyšovánı́
probı́halo lineárně, dosáhla úrovně podložı́ až po ustálenı́ trubky po předcházejı́cı́m pádu v čase
t = 10 sekund. Následoval nárůst tlaku vody v trubce a měřenı́ vybraných vlastnostı́ až do
úrovně hladiny 0.7O dosažené v čase t = 80 sekund.

Na obrázku 5 je vidět vývoj ustáleného tvaru trubky pro různé úrovně fiktivnı́ hladiny yw

(vnitřnı́ho tlaku vody). Při nı́zkých hladinách (yw . 0.04O v závislosti na ohybové tuhosti
fólie) docházı́ k vytvářenı́ kapes nezaplněných vodou. Na stupnici vpravo jsou vyznačeny stavy
fiktivnı́ hladiny vody odpovı́dajı́cı́ zobrazeným tvarům. Limitnı́m tvarem trubky je při nekonečně
velkém vnitřnı́m tlaku vody kružnice o obvodu O za předpokladu tahové nepoddajnosti fólie.

Na obrázcı́ch 6 a 7 jsou vyneseny geometrické vlastnosti profilu. Jmenovitě výška trubky
H a plocha průřezu A, opět v závislosti na úrovni hladiny yw. Obě jsou vztaženy k výšce Ho

3 Jedinou bariérou v pseudočásticovém modelu je silová interakce. Pokud má částice vody dostatečnou kinetickou
energii, může dojı́t k proraženı́ řetězce částic fólie. Úniky částic souvisı́ s diskretizacı́ systému.



Obrázek 5: Tvar trubky v závislosti na tlaku vody daném úrovnı́ fiktivnı́ hladiny yw

a ploše Ao limitnı́ kružnice o obvodu O. Dodejme, že všechny uvedené grafy obsahujı́ zároveň
časovou osu pro zdůrazněnı́ způsobu řešenı́ pomocı́ dynamické simulace. Časová osa rovněž
umožňuje synchronně sledovat vývoj všech studovaných parametrů. Zopakujme, že počátečnı́m
stavem v čase t = 0 sekund byla nenapjatá fólie ve tvaru kružnice, která se v zápětı́ zhroutila
(splaskla). V čase t = 10 sekund vymizely dynamické účinky pádu a mohlo dojı́t k postupnému
zvyšovánı́ fiktivnı́ hladiny vody (plněnı́ trubky). Proto na obrázcı́ch 6 a 7 počátečnı́ výška resp.
plocha odpovı́dá počátečnı́mu a zároveň limitnı́mu stavu – kružnici.

Poznamenejme, že výška profilu při naplňovánı́ nejprve poklesne (viz obrázek 6) což opět
souvisı́ s ohybovou tuhostı́ fólie a výskytem oblastı́ nenaplněných vodou. Tyto oblasti jsou
ovšem započteny do plochy průřezu A, viz obrázek 7.

Obrázek 6: Výška trubky H v závislosti na tlaku vody daném úrovnı́ fiktivnı́ hladiny yw

Obrázky 8 a 9 znázorňujı́ veličiny souvisejı́ci s kontaktem trubky a podložı́. Na obrázku



Obrázek 7: Plocha průřezu trubky A v závislosti na tlaku vody daném úrovnı́ fiktivnı́ hladiny yw

8 je vynesen podı́l obvodu trubky, který se dotýká podložı́ (odpovı́dá kontaktnı́ délce Lc).
Kontaktnı́ délka je ve velmi citlivá na kmitánı́ dı́lců, což se promı́tá do neustálenosti jejı́
hodnoty v čase t = 0 až 10 sekund. Náhlé snı́ženı́ kontaktnı́ délky v čase t = 10 sekund je
způsobeno odpoutánı́m hornı́ho povrchu trubky od podložı́4. Schodovitost v dalšı́m průběhu
souvisı́ s konečnou diskretizacı́ fólie.

Obrázek 8: Délka kontaktu trubky s podložı́m Lc v závislosti na tlaku vody daném úrovnı́ fiktivnı́
hladiny yw

Extrémnı́ kontaktnı́ napětı́ σc ext vztažené k průměrnému kontaktnı́mu napětı́ σc avg = Fc/Lc,
kde Fc je celková tı́ha trubky a vody, je zobrazeno na obrázku 9. Podstatné je, že záhy po počátku
naplňovánı́ trubky vodou je kontaktnı́ napětı́ rozloženo téměř rovnoměrně (σc ext/σc avg → 1).
Se vzrůstajı́cı́m tlakem vody se bude ovšem od této hodnoty mı́rně odchylovat.
4 Kontakt mezi elementy fólie nebyl řešen.



Obrázek 9: Extrémnı́ kontaktnı́ napětı́ trubky s podložı́m σc v závislosti na tlaku vody daném
úrovnı́ fiktivnı́ hladiny yw

4. Závěr

Článek se věnoval modelovánı́ trubky z ohebné fólie v kontaktu s kapalinou a s podložı́m.
Motivacı́ bylo popsánı́ napět’ového a deformačnı́ho stavu trubky a jejı́ interakce s kapalinou
a s podložı́m v průběhu plněnı́ trubky vodou.

Úloha byla modelována pomocı́ dvou různých dynamických modelů, založených na fyzikálnı́
diskretizaci kontinua: teleskopických dı́lců a pseudočástic. Zvláště model z teleskopických dı́lců
se ukázal jako výpočetně efektivnı́.

Dalšı́ práce bude zaměřena na praktičtějšı́ aspekty užitı́ trubky pro jı́mkovánı́, převáděnı́
stavebnı́ vody, přenosné jezy a protipovodňové ochrany.
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