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Summary: Identification of material parameters of finite element nanoindentation
model is discussed in this paper. Nanoindentation is relatively new experimental
method, which allows testing physical properties of materials in the level of their
microstructure. This testing is very financial demanding, hence it is useful to use
numerical models. The problem is to determine material parameters for this model.
Therefore, a forward mode of the inverse analysis is applied. This leads to a multi-
modal optimization problem which is solved by a radial basisfunction network
(RBFN).

1. Úvod

Nanoindentace je novou experimentálnı́ metodou, která umožňuje zkoumat mikrostrukturu ma-
teriálů [12]. Je to metoda založená na přı́mém měřenı́ hloubky zatlačenı́ ostrého diamantového
hrotu do zkoumaného materiálu. Vše, tedy jak sı́la zatlačovánı́ tak velikost hrotu, je ve velmi
malých měřı́tkách. Nanoindentace byla původně vyvinuta pro měřenı́ homogennı́ch materiálů,
ale v současnosti ji lze použı́vat i pro heterogennı́ materiály, kde umožňuje zkoumat vlastnosti
jednotlivých složek.

V přı́spěvku se jedná o indentaci cementové pasty, která je důležitým stavebnı́m materiálem.
Hlavnı́mi složkami zralé cementové pasty jsou produktyhydratace (C-S-H gely), zbytky slı́nku
a póry. U jednotlivých indentů lze pomocı́ atomového mikroskopu snadno zjistit v jaké fázi
se indent nacházı́ a poté provést vyhodnocenı́ mikromechanických vlastnostı́ pro každou fázi
zvlášt’ . V přı́padě cementové pasty jsou pro mechanické vlastnosti materiálu rozhodujı́cı́ vlast-
nosti hydratované fáze.

Protože reálné zkoušky nanoindentace jsou finančně náročné, je vhodné pro dalšı́ využitı́
zjištěných vlastnostı́ použı́vat numerické modely.V tomto přı́padě je ale problémem z naměř-
ených dat zı́skat materiálové parametry, protože př´ımé vztahy jsou odvozeny jen pro speciálnı́
přı́pady zatěžovánı́.
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2 Ing. Matěj Lepš, PhD.,České vysoké učenı́ technické v Praze, Fakulta stavebnı́, Katedra mechaniky,
Thákurova 7, Praha 6, 166 29, leps@cml.fsv.cvut.cz

 

 

National Conference with International Participation 
ENGINEERING MECHANICS 2007 
Svratka, Czech Republic, May 14 – 17, 2007  



V přı́spěvku je představen způsob pro nalezenı́ vstupnı́ch parametrů do konečně prvkového
modelu z naměřených zatěžovacı́ch křivek. Pro identifikaci parametrů je použit přı́mý po-
stup [9], který je založen na minimalizaci rozdı́lu mezi experimentálnı́ křivkou (jejı́ž parametry
hledáme) a odezvou numerického modelu. Pro hledánı́ minima je použit genetický algoritmus
SADE. Protože výpočet numerického modelu je časově náročný je využita jeho aproximace
pomocı́ neuronové sı́tě typu RBFN. V závěru je diskutována možnost použitı́ vicekriteriálnı́
optimalizace při identifikaci.

2. Nanoindentace a jej́ı model

Vzorky cementové pasty majı́ průměr d = 30mm a výšku h = 4mm. Jsou tvořeny cementovou
pastou o vodnı́m součiniteli w/c = 0,5, je použit portlandský cement CEM I 52,5 N. Vpichy jsou
prováděny Berkovichovým indenterem, který má pyramidový tvar (viz Obrázek 1). Zatěžovánı́
je cyklické, je řı́zeno silou a probı́há v relativně kr´atkém čase (několik minut). Zatěžovacı́ch
cyklů probı́há pět a před každou odlehčovacı́ fázı́je dostatečně dlouhá fáze se stálým zatı́ženı́m
pro dotvarovánı́ materiálu. Na Obrázku 2 je vidět klasický průběh hloubky vpichu při experi-
mentu.

Obrázek 1: Vlevo nanoindenter, vpravo snı́mek indentu z atomového mikroskopu.

Numerický model byl vytvořen v komerčnı́m softwaru ADINA [1], který umožňuje řešit
velké posuny a deformace. Z materiálových modelů byl jako nejlépe vystihujı́cı́ chovánı́ ce-
mentové pasty vybrán kombinovaný nelineárnı́ viskoelastický a plastický model. Trojrozměrná
úloha byla pomocı́ axisymetrie a se zachovánı́m dostateˇcné shody s experimentem zjednodušena
na 2D problém [6]. Výška modelované oblasti je shodná se skutečným vzorkem (4 mm), zatı́mco
jejı́ poloměr je oproti vzorku zmenšen na polovinu (15 mm), což je stále mnohem vı́ce než ve-
likost oblasti ovlivněné vpichem. Konečně prvková s´ıt’ je tvořena z 1800 izoparametrických
čtyř-uzlových prvků a je výrazně zhuštěna v blı́zkosti vpichu. Indenter je modelován jako per-
fektně pevný a jeho proměnný kontakt se vzorkem je předepsán v každém kroku.

Tenzor celkového napětı́ se v modelu skládá ze třı́ složek:

εij = εE
ij + εC

ij + εP
ij , (1)
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Obrázek 2: Typický průběh zatěžovacı́ křivky, vlevo závislost hloubky na sı́le, vpravo průběh
hloubky indentu v čase.

kdeεE
ij je časově nezávislá a plně vratná elastická složkanapětı́,

εC
ij je časově proměnné vazké napětı́ (creepové napět´ı) a

εP
ij je časově nezávislá plastická složka.

Efektivnı́ creepové napětı́ je vyjádřeno pomocı́ následujı́cı́ho vztahu (power creep law):

ε̄C = a0 σa1 a2, (2)

kdea0, a1 aa2 jsou tři z pěti vstupnı́ch parametrů modelu. Dalšı́mi dvěma parametry určujı́cı́mi
konkrétnı́ materiál jsou: Youngův modul pružnosti -E a pevnost na mezi kluzu -σy. V Tabulce 1
jsou uvedeny meze jednotlivých parametrů.

parametr jednotky minimum maximum
E GPa 15 45
σy MPa 20 600
a0 - 1.32 · 10−19 1.32 · 10−14

a1 - 0.49 2.50
a2 - 0.05 0.55

Tabulka 1: Meze parametrů nanoindentace.

3. Geneticḱy algoritmus a neuronov́a śıt’ RBFN

Genetický algoritmus je stochastická optimalizačnı́ metoda, která má stejně jako neuronové
sı́tě svůj vzor v živých organismech. Na počátku optimalizace je náhodně vytvořena množina
vektorů z definičnı́ho oboru řešeného problému, tatomnožina se v souladu s terminologiı́
převzatou z genetiky nazývá populace a jejı́ prvky jsou označovány jako jedinci. Na počátečnı́
populaci probı́hajı́ operace inspirované evolucı́ - mutace, křı́ženı́ a selekce, prvnı́ dvě vytvářejı́
nové jedince a poslednı́ reprezentuje přirozený výběr. Tyto tři operace se opakujı́, dokud nenı́
dosaženo ukončujı́cı́ podmı́nky výpočtu, např. ust´alenı́ hodnoty. Konkrétnı́ průběh těchto ope-
racı́ se u jednotlivých implementacı́ genetického algoritmu lišı́. Následujı́cı́ odstavec se týká
algoritmu SADE [3, 4], který byl pro identifikaci použit.

Mutace je operace zvyšujı́cı́ diverzitu (různorodost) populace, vznikajı́ při nı́ novı́ jedinci
podle vztahux = y + k(y − z), kdey je náhodně vybraný jedinec z populace,z je náhodně



vytvořený jedinec ak je reálné čı́slo v předem určených mezı́ch. Při kř´ıženı́ vznikajı́ novı́ je-
dinci pomocı́ kombinovánı́ “genetické informace” již existujı́cı́ch jedinců. Probı́há tak, že je
spočten rozdı́l dvou náhodně vybraných jedinců a tento rozdı́l je po přenásobenı́ parametry
křı́ženı́ přičten k lepšı́mu z nich. Předchozı́mi dvěma operacemi se počet jedinců v populaci
zvýšı́, operacı́ selekce je jejich počet zredukován napůvodnı́ množstvı́. V algoritmu SADE
je implementována tzv. turnajová selekce, kdy je ze dvou náhodně vybraných jedinců ten horšı́
vyřazen. Selekce probı́há tak dlouho, dokud nenı́ početjedinců snı́žen na požadovanou hodnotu.

Protože výpočet programu ADINA je časově náročný je pro optimalizaci použita jeho apro-
ximace a genetický algoritmus hledá maximum na aproximaci, jejı́ž vyhodnocenı́ je výrazně
jednoduššı́. K aproximaci je použita neuronová sı́t’ typu RBFN (Radial Basis Function Ne-
twork) [11, 7] (viz Obrázek 3). Jedná se o neuronovou sı́t’ s jednou skrytou vrstvou. Výstupnı́
hodnota je dána součtem hodnot bázových funkcı́ přen´asobených vahami výstupů neuronů ve
skryté vrstvě:

f(x) ≈ F (x) =

N
∑

i=1

bi(x)wi, (3)

kdex je vektor proměnných,
f(x) je původnı́ funkce (numerický model),
F (x) je aproximace pomocı́ RBFN,
bi(x) bázová funkce i-tého neuronu a
wi váha výstupu i-tého neuronu.
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Obrázek 3: Aproximace neuronovou sı́tı́ typu RBFN.

Bázové funkce majı́ tvar:
bi(x) = e−‖x−ci‖2/r, (4)

kdeci je vektor souřadnic centra bázové funkce i-tého neuronu a
r je norma.

Normovánı́ zajišt’uje, že bázové funkce nabývajı́ podobných hodnot pro podobné rozloženı́ bodů
v různě velkých definičnı́ch oborech. Normar se spočı́tá ze vztahu

r =
dmax

dim
√

dimN
, (5)



kdedmax je maximálnı́ vzdálenost přes definičnı́ obor,
dim je dimenze problému a
N počet neuronů.

Váhy jednotlivých neuronů se určı́ při trenovánı́ neuronové sı́tě z rovnicef(ci) = F (ci) vy-
jadřujı́cı́ rovnost funkčnı́ch hodnot původnı́ho modelu a aproximace v centrech bázových funkcı́
neuronů, podrobněji:

minE = min

N
∑

i=1

[(ȳi − F (ci))
2 + λiw

2

i ], (6)

kdeyi je funkčnı́ hodnota numerického modelu v i-tém neuronu a
λi je parametr zajišt’ujı́cı́ regulárnost soustavy rovnic, zde je nastaven na hodnotuλi = 10−7.

Tato rovnice po úpravách vede na soustavu lineárnı́ch rovnic, jejı́mž řešenı́m je vektor vah
w pro trénovacı́ body. S tı́mto vektorem je již možné z rovnice (4) vyjádřit funkčnı́ hodnotu
aproximace v libovolném bodě z definičnı́ho oboru.

4. Výběr účelov́e funkce

Trénovacı́ sada je tvořena 100 vzorky, sady vstupnı́ch parametrů pro tyto vzorky byly vytvořeny
pomocı́ metody LHS (Latin Hypercube Sampling) v kombinaci se simulovaným žı́hánı́m, aby
byl rovnoměrně pokryt celý definičnı́ obor [13, 10]. Soubor trénovacı́ch křivek je vykreslen
na Obrázku 4 jako průběh hloubky vpichu v čase. Za křivku, jejı́ž parametry hledáme, byla
v této fázi identifikace zvolena náhodně zvolená křivka z již dřı́ve modelem vytvořených křivek,
nikoliv experimentálnı́ křivka, protože u této křivky známe vstupnı́ modelové parametry. Tato
křivka bude dále označována jako vzorová křivka, přičemž jejı́ parametry jsou:E = 29.92 GPa,
σ = 400.0 MPa,a0 = 1.32 · 10−15, a1 = 1.49 aa2 = 0.55. Vzorová křivka je vykreslena na
Obrázku 5, kde je výřez předchozı́ho grafu s y-ovou hodnotou do2.5 · 10−6 pro lepšı́ názornost.

Postup identifikace je tedy následujı́cı́: V bodech odpov´ıdajı́cı́ch sadám vstupnı́ch parametrů
trénovacı́ množiny je vytvořena prvnı́ aproximace a pomocı́ algoritmu SADE je na nı́ nale-
zeno optimum. V tomto bodě je pomocı́ programu ADINA spočtena skutečná hodnota účelové
funkce a bod je přidán k původnı́m neuronům, čı́mž se aproximace zpřesnı́. Tyto kroky se opa-
kujı́ dokud nenı́ nalezeno s dostatečnou přesnostı́ optimum nebo nenı́ dosažen maximálnı́ počet
iteracı́. Hodnoty všech parametrů byly před vstupem do RBFN normalizovány na interval〈0;1〉,
u parametrua0 byl vzhledem k hodnotám, kterých tento parametr nabývá, použit jeho dekadický
logaritmus.

Pro identifikaci byly vyzkoušeny různé účelové funkce. Prvnı́ -R - vyjadřuje rozdı́l mezi
hodnotami vzorové křivky a konkrétnı́ simulace v jednotlivých bodech, tedy chybu na průběhu
odezvy.

Rj =

t
∑

i=1

(

hexp,i − hsim,j,i

hexp,i

)2

, (7)

kdehexp,i je hloubka v i-tém časovém kroku na vzorové křivce a
hsim,j,i je hloubka v i-tém časovém kroku na j-té simulaci.
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Obrázek 4: Průběh hloubky v čase pro 100 simulacı́.
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Obrázek 5: Průběh hloubky v čase pro 100 simulacı́ a průběh vzorové křivky, osa y je vykreslena
do hodnoty2.5 · 10−6.



Na Obrázku 6 je vykreslena vzorová křivka a šest nejlepˇsı́ch křivek podle chybyR, jednotlivé
křivky jsou označeny pı́smenem a čı́slem vyjadřujı́c´ım jejich pořadı́ v trénovacı́m souboru. Pro
odhad vypovı́dajı́cı́ hodnoty této účelové funkce bylspočten korelačnı́ koeficient mezi jednot-
livými parametry a hodnotami chybyR. Čı́m je jeho absolutnı́ hodnota bližšı́ jedné, tı́m je vyššı́
závislost hodnoty účelové funkce na tomto parametru a tı́m je i vyššı́ šance, že neuronová sı́t’
bude tento parametr dobře odhadovat. Hodnoty koeficientůjsou: proE 0.034, proσ -0.068, pro
a0 0.287, proa1 0.444 a proa2 0.261. Hodnoty koeficientů pod 0.5 bývajı́ obvykle pro učenı́
neuronové sı́tě nı́zké. Nı́zká závislost chybyR na hodnotách jednotlivých parametrů je zřejmá i
z Obrázku 7, kde jsou znázorněny normalizované hodnotyparametrů 6 nejlepšı́ch křivek na pa-
ralelnı́ch osách. Je patrné, že ani u nejlepšı́ křivkyK22 nejsou hodnoty parametrů přı́liš podobné
parametrům vzorové křivky.
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vzorova krivka E=29.92 S=400 a0=1.32e-15 a1=1.49 a2=0.55
K22 R=3.678 E=31.95 S=127.3 a0=3.51e-18 a1=13686 a2=0.283
K5 R=3.895 E=16.95 S=585.5 a0=4.961e-15 a1=1.505 a2=0.223
K23 R=1.439 E=40.35 S=109.9 a0=2.79e-18 a1=0.882 a2=0.408
K43 R=4.809 E=43.35 S=104.1 a0=3.512e-19 a1=1.425 a2=0.303
K79 R=4.989 E=25.95 S=446.3 a0=8.82e-17 a1=1.746 a2=0.123
K77 R=5.086 E=34.35 S=434.7 a0=1.11e-15 a1=1.545 a2=0.318

Obrázek 6: Vzorová křivka a šest nejlepšı́ch křivek podle chyby na průběhu.

Z Obrázku 6 je zjevné, že tato účelová funkce sice respektuje vzdálenost křivek, ale ne jejich
tvar, jako nejlepšı́ byla zvolena křivka s výrazně jin´ym tvarem než vzorová křivka. Proto dalšı́
testovanou účelovou funkcı́ byla chyba sklonu křivek, vyjádřená jako

Dj =
t

∑

i=1

(

dexp,i − dsim,j,i

dexp,i

)2

, kde di =
hi − hi+1

ti − ti+1

, (8)

a kdehi je hloubka v i-tém časovém kroku
hi+1 je hloubka v i+1-tém časovém kroku
ti je i-tý čas a
ti+1 je i+1-tý čas.
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Obrázek 7: Parametry vzorové křivky a šesti nejlepšı́ch křivek podle chybyR .

Na Obrázcı́ch 8 a 9 je opět vykresleno 6 nejlepšı́ch křivek z trénovacı́ho souboru podle této
účelové funkce, jednak jejich průběhy a jednak jejichparametry na paralelnı́ch osách. Opět byly
spočteny korelačnı́ koeficienty mezi hodnotou chybyD a hodnotami jednotlivých parametrů
(pro E -0,027, proσ -0.023, proa0 -0.190, proa1 -0.854 a proa2 0.059). Je zřejmé, že tato
účelová funkce naopak respektuje podobný tvar křivek, ale už ne tolik jejich vzdálenost.

5. Závěr

Z předchozı́ kapitoly vyplývá, že ani jedna z uvedených účelových funkcı́ nevystihuje vzorovou
křivku dostatečně a poměrně zřetelně se zde nabı́z´ı možnost vicekriteriálnı́ optimalizace, kde
jednı́m kriteriem by byla chyba na průběhu a druhým na sklonu. Na Obrázku 10 jsou jednotlivé
křivky znázorněny v grafu pomocı́ chyb na průběhu a chyb na derivaci průběhu. Nejsou zde
vykresleny všechny křivky, osy jsou upraveny tak, aby bylo patrné umı́stěnı́ nejlepšı́ch křivek
obou kriteriı́. Je vidět, že celkově nejlepšı́ (nejbližšı́ nule) je křivka 77, která ale nenı́ nejlepšı́
ani v jednom z kriteriı́.

Jednou z jednoduchých metod vicekriteriálnı́ optimalizace je metoda “Average Ranking” [2].
Tato metoda spočı́vá v tom, že se vytvořı́ pořadı́ vzorků podle jednotlivých kriterı́ a poté se pro
každý vzorek spočte jeho průměrné pořadı́. Na Obrázku 11 je ve sloupcovém grafu znázorněno
průměrné pořadı́ jednotlivých křivek, pro dvě kriteria -R a D. Průběh šesti křivek s nejlepšı́m
pořadı́m je vykreslen na Obrázku 12. I z této metody (stejně jako z předchozı́ho grafu) vycházı́
jako nejlepšı́ křivka 77.

V článku byla představena aplikace přı́mého postupu identifikace materiálových parametrů
složitého nelineárnı́ho materiálového modelu nanoindentace. K optimalizaci zvolených cı́lových
funkcı́ byl použit zástupce genetických algoritmů s aproximacı́ RBFN. Vhodnou volbou cı́lových
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Obrázek 8: Vzorová křivka a šest nejlepšı́ch křivek podle chyby na sklonu.

1 2 3 4 5
parametr

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

no
rm

al
iz

ov
an

a 
ho

dn
ot

a 
pa

ra
m

et
ru

 [-
]

vzorova krivka
K15
K35
K54
K77
K10
K71

Obrázek 9: Parametry vzorové křivky a šesti nejlepšı́ch křivek podle chybyD .
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Obrázek 10: Nejlepšı́ křivky pomocı́ chyb na průběhu achyb na derivaci
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Obrázek 11: Průměrné pořadı́ jednotlivých křivek.
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Obrázek 12: Vzorová křivka a šest křivek s nejlepšı́mpořadı́m.

funkcı́ lze vytvořit vı́cekriteriálnı́ úlohu, jejı́žvyřešenı́ v blı́zké budoucnosti umožnı́ určenı́
požadovaných parametrů.
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7. Reference

[1] Adina - Theory and Modeling Guide, Volume I: ADINA Solidsand Structures, ADINA
R D, Inc., USA, October 2005, s. 290

[2] P. J. Bentley and J. P. Wakefield. An Analysis of Multiobjective optimization within Genetic
Algorithms Technical Report ENGPJB96, University of Huddersfield, UK, 1996.
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