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Summary: This paper deals with the description of algorithms used for con-
structing finite element meshes and recognition of boundaries in the context of fluid-
structure simulations. First, the overview of numerical approaches to fluid-structure
interaction is given and the focus is on particle finite element method. Delaunay tri-
angulation, which is able to generate high quality meshes, was chosen as a suitable
meshing method. Alpha shape concept derived from Delaunay triangulation was
considered as proper boundary recognition algoritm. The algorithms are being im-
plemented in finite element package OOFEM to enable analysis of fluid-structure
interaction problems.

1. Úvod

Aktuálnı́ tématem numerických metod je rozvoj nástrojů určených k analýze inženýrských
problémů zahrnujı́cı́ch interakci konstrukcı́ s kapalinami, které uvažujı́ velké pohyby volné hla-
diny a přı́tomnost částečně nebo úplně ponořených těles. Tyto metody pak se pak uplatňujı́
napřı́klad v modelovánı́ hydrodynamického chovánı́ lodı́, konstrukcı́ na pobřežı́ nebo v moři,
přepadů přehrad, toku s volnou hladinou v kanálech, nádržı́ch s tekutinami, mı́chacı́ch zařı́zenı́
apod.

Pro modelovánı́ pohybu pevných těles v kapalinách, jejich vzájemné interakce, či úloh s vol-
nou hladinou se obvykle použı́vá metoda konečných prvků založená na tzv. arbitrary Lagrange-
Eulerovy (ALE) formulaci. V ALE přı́stupu je pohyb částic tekutiny oddělen od pohybu uzlů
sı́tě. Relativnı́ vztah mezi pohybem sı́tě a částic je v momentových rovnicı́ch popsán konvek-
tivnı́ rychlostı́.

Obtı́že, které analýza interakce konstrukce s kapalinou (fluid-structure interaction — FSI)
prostřednictvı́m ALE formulace přinášı́, zahrnujı́ napřı́klad potřebu vypořádat se s konvek-
tivnı́m členem rychlosti, zajistit podmı́nku nestlačitelnosti kapaliny, modelovánı́ a sledovánı́
hladiny, přenos informacı́ mezi doménami pevné a kapalné části na kontaktnı́m rozhranı́, mo-
delovánı́ lomu vln, popis velkých pohybů tuhých těles či účinné a rychlé obnovovánı́ sı́tě pro
obě domény.

Některé z těchto problémů vymizı́, je-li pro formulaci řı́dı́cı́ch rovnic domény použit Lagran-
geovský přı́stup a to jak pro pevnou, tak kapalnou fázi. V Lagrangeovské formulaci je po-
hyb diskretizované domény svázán s pohybem sı́tě. Uzly konečněprvkové sı́tě lze tak v jistém
smyslu považovat za pohybujı́cı́ se částice.
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Do třı́dy Lagrengeovsky formulovaných metod spadá také particle finite element method
— PFEM (Oñate at al., 2007) vyvı́jená týmem profesora Oñateho z mezinárodnı́ho centra
pro numerické metody v inženýrstvı́ CIMNE na Technické univerzitě v Barceloně. V této
metodě jsou uzly sı́tě z domény kapaliny a pevných látek uvažovány jako částice, které se
mohou volně pohybovat a v přı́padě kapalin dokonce oddělovat z hlavnı́ domény, což simu-
luje napřı́klad oddělovánı́ kapek vody. Nejedná se však o diskrétnı́ model. Částice reprezen-
tuje hmotu a přenášı́ informaci o objemu ve svém okolı́. V každém kroku se z těchto částic
vytvářı́ konečněprvková sı́t’, na nı́ž jsou pak standardnı́m způsobem metody konečných prvků
řešeny charakteristické rovnice. PFEM je dalšı́m krokem v přirozeném vývoji práce kolektivu
autorů zabývajı́cı́ch se řešenı́m FSI úloh prostřednictvı́m Lagrangeovských konečných prvků a
bezsı́t’ových metod.

Nespornou výhodou Lagrangeovské formulace je absence konvektivnı́ch členů, které v jiných
formulacı́ch řešenı́ komplikujı́ a vyžadujı́ jejich stabilizaci. Danı́ za tuto přednost je ovšem nut-
nost adekvátně se zabývat pohybem uzlů sı́tě. Pro velké pohyby sı́tě musı́ být zajištěno jejı́
časté obnovovánı́ během celé doby řešenı́, prakticky v každém jeho kroku. Jednou z možnostı́
je použitı́ rozšı́řeného Delauneyovského mozaikovánı́ (extended Delauney tesselation), jako al-
goritmu sloužı́cı́ho ke generovánı́ hledané sı́tě. Vzniklé mnohostěnové prvky s sebou nesou
nutnost použitı́ zvláštnı́ch tvarových funkcı́ např. z bezsı́t’ové metody konečných prvků.

Lagrangeovský přı́stup přinášı́ mnoho výhod pro sledovánı́ částic v proudu s uvažovánı́m
velkých pohybů hladiny nebo lomı́cı́ch se vln či rozstřikujı́cı́ch se kapalin. S tı́m vyvstává
potřeba identifikace hranice domény množiny daných uzlů. Hranicı́ je tı́mto považována jak
volná hladina, tak jednotlivé částice pohybujı́cı́ se ven z hlavnı́ domény. Pro účely identifikace
se osvědčila technika Alpha Shape.

Cı́lem je implementovat tuto metodu do programu pro výpočet metodou konečných prvků
OOFEM (2000) vyvı́jeného na Katedře mechaniky Stavebnı́ fakulty ČVUT v Praze. OOFEM
je zkratka pro object oriented Finite Element Method a jak už z názvu vypovı́dá, jedná se o
řešič s objektově orientovanou strukturou. Jelikož popisovaná metoda je náročná z hlediska ob-
novovánı́ konečněprvkové sı́tě, je prvnı́m krokem vytvořenı́ internı́ho generátoru sı́tě a metody
detekce hranice, což popisuje tento článek.

2. Delaunayova triangulace

Jednou z metod často použı́vaných ke generovánı́ sı́tı́ je takzvaná Delaunayovská triangulace.
Ta byla definována Borisem Delaunayem v roce 1934 pro obecnou množinu bodů P jako ta-
ková triangulace, že každá z opsaných kružnic k jednotlivým trojúhelnı́kům neobsahuje žádný
z bodů P, kromě třı́ tvořı́cı́ch vrcholy trojúhelnı́ku. Delaunayovská triangulace maximalizuje
minimálnı́ úhel ze všech úhlů v trojúhelnı́cı́ch, což umožňuje zı́skat ”kvalitnı́” sı́t’ zaručujı́cı́
stabilnı́ výpočet.

Tuto definici lze rozšı́řit i do trojrozměrného prostoru. Výsledkem triangulace jsou potom
čtyřstěny, jimž opsané koule opět neobsahujı́ jiné body než definičnı́ body na kulové ploše.
Teoreticky je možné i rozšı́řenı́ do jiných než eukleidovských prostorů, což ovšem nezaručuje
existenci nebo jedinečnost triangulace.

Duálnı́ k Delaunayovské triangulaci je Voronoiův diagram někdy také označovaný jako Vo-
ronoiovské mozaikovánı́. Jeho výsledkem je rozdělenı́ metrického prostoru na základě množiny
bodů takové, že jakákoliv část je ke svému definičnı́mu bodu blı́že než k jakémukoliv jinému.
Pro přı́pad dvou bodů v rovině je tato dělena přı́mkou kolmou a půlı́cı́ jejich spojnici. Máme-li
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Obr.1 Delaunayovská sı́t’

tři body neležı́cı́ na přı́mce, je průsečı́kem hranic oddělujı́cı́ch části přı́slušejı́cı́ch bodům právě
střed opsané kružnice trojúhelnı́ku s vrcholy v těchto bodech.

Existuje množstvı́ algoritmů sloužı́cı́ch k výpočtu Delaunayovské triangulace, které se dajı́
rozdělit do několika skupin:

• inkrementálnı́ vkládacı́ algoritmy

• ”flipping” algoritmy

• algoritmy ”rozděl a panuj”

• projekčnı́ algoritmy

Nepřı́mo lze dı́ky dualitě použı́t i tzv. Sweep-line algoritmus, který je jednı́m z nejpoužı́va-
nějšı́ch k zı́skánı́ Voronoiova diagramu. Pak již snadné vytvořit Delaunayovskou triangulaci.

Inkrementálnı́ algoritmy pracujı́ s udržovánı́m stávajı́cı́ Delaunayovy triangulace, do které je
v každém kroku vkládán nový bod. Po jeho vloženı́ je sı́t’ upravena tak, aby nadále splňovala
základnı́ vlastnost.

Flipping algoritmy spočı́vajı́ v záměně, tzv. ”flippovanı́” stran trojúhelnı́ků, které nejsou De-
launayovské. Obecně jsou tyto metody založeny na dvou krocı́ch. Nejprve je vygenerována
obecná trojúhelnı́ková sı́t’ a ta je následně optimalizována záměnou stran tak, aby výsledná sı́t’
splňovala Delaunayovskou podmı́nku. Princip záměny stran si je možné představit následovně.
Máme dva trojúhelnı́ky, které majı́ společnou stranu. Nenı́-li pro tyto trojúhelnı́ky splněna
podmı́nka prázdných opsaných kružnic, nemůže být společná strana Delaunayovská. Pokud
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si tuto stranu představı́me jako diagonálu ve čtyřúhelnı́ku, pak jejı́m smazánı́m a rozdělenı́m
čtyřúhelnı́ku druhou diagonálou zı́skáme trojúhelnı́ky splňujı́cı́ Delaunayovo kritérium.

Projekčnı́ algoritmy převádı́ úlohu hledánı́ Delaunayovské triangulace na úlohu výpočtu kon-
vexnı́ obálky (convex hull) To spočı́vá v zobrazenı́ bodů na o jednu dimenzi vyššı́ paraboloid
umı́stěný v počátku. Výpočtem konvexnı́ obálky a jejı́ zpětnou projekcı́ do původnı́ dimenze
zı́skáme strany triangulace.

3. Bowyer/Watsonův algoritmus

Algoritmus označovaný jako Bowyer/Watsonův patřı́ mezi jeden z nejpoužı́vanějšı́ch. Spadá do
kategorie inkrementálnı́ch algoritmů a je založen na postupném přidávánı́ jednotlivých bodů
do triangulace. Tento algoritmus odvodil Adrian Bowyer (1981) a nezávisle na něm David F.
Watson (1981). Shodou okolnostı́ byl popsán v přı́spěvcı́ch těchto autorů, které vyšly vedle sebe
v jednom čı́sle The Computer Journal.

Na počátku bývá zpravidla vytvořen tzv. bounding-box, v tomto přı́padě trojúhelnı́k, ob-
sahujı́cı́ všechny body. Do této úvodnı́ triangulace jsou pak body jeden po druhém postupně
vkládány a je vždy vyžadováno splněnı́ Delaunayovské vlastnosti. To spočı́vá v hledánı́ troj-
úhelnı́ků, do jejichž opsané kružnice vložený bod spadá. Tyto jsou pak smazány a strany jim
sousednı́ch trojúhelnı́ků vytvořı́ tzv. vkládacı́ polygon. Spojenı́m vrcholů polygonu a nově
vloženého bodu vznikne nová triangulace splňujı́cı́ Delaunayovskou vlastnost. Po přidánı́ všech
bodů do triangulace jsou pak bounding-box a všechny strany směřujı́cı́ od jeho vrcholů do tri-
angulace vymazány.

Tab.1 Schéma algoritmu

1. vytvoř bounding-box, zahrnujı́cı́ všechny body p

2. dokud nejsou vloženy všechny body p

(a) vlož bod p do triangulace

(b) najdi všechny opsané kružnice s přı́slušnými trojúhelnı́ky obsahujı́cı́ bod p

(c) smaž tyto trojúhelnı́ky→ vkládacı́ polygon

(d) vytvoř triangulaci vkládacı́ho polygonu spojenı́m jeho vrcholů s bodem p

3. odstraň bounding-box

Výhodou tohoto algoritmu je snadná rozšiřitelnost z roviny do prostoru. Na mı́sto troj-
úhelnı́kům opsaných kružnic jsou hledány dotčené koule opsané čtyřstěnům. Nedelaunayovské
čtyřstěny jsou pak smazány, čı́mž vznikne ”dutý” vkládacı́ mnohostěn obsahujı́cı́ pouze vkláda-
ný bod. Výsledkem jeho spojenı́ s vrcholy vkládacı́ho mnohostěnu je opět triangulace splňujı́cı́
předpoklady.

Nevýhoda tohoto algoritmu spočı́vá v možnosti vzniku defektnı́ sı́tě vlivem zaokrouhlovacı́
chyby. Při hledánı́ trojúhelnı́ků, které majı́ být mazány, může touto cestou dojı́t k opomenutı́
některého z dotčených a tı́m pádem nenı́ vkládacı́ polygon prázdný. Aby bylo možno dosáhnout
robustnı́ implementace, je potřeba použı́t zvláštnı́ algoritmus k přesnému určenı́ vkládacı́ho
polygonu jako je napřı́klad depth-first hledánı́.
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Obr.2 Vkládánı́ bodů

Dalšı́ z nevýhod, kterou je nutno zmı́nit, souvisı́ s ”kvalitou” vzniklých trojúhelnı́ků jakožto
prvků pro výpočet metodou konečných prvků. Obecně lze řı́ct, že Delaunayovská sı́t’ je kvalitnı́,
ale existenci nekvalitnı́ch prvků nelze vyloučit. Jedná se předevšı́m o trojúhelnı́ky na hranici ob-
lasti, přı́padně trojúhelnı́ky, jejichž středy opsaných kružnic se nacházejı́ v nepatrné vzdálenosti
a jejichž poloměry se sobě také blı́žı́. Ve většině generátorů sı́tı́ se takovéto prvky ”napravujı́”
vloženı́m dalšı́ch bodů do těžiště nebo jejich vymazánı́m a vloženı́m bodu do těžiště jejich
opsané kružnice. Eventuálně je možné použı́t kombinaci s metodou postupné fronty.

4. Rozšı́řené Delaunayovo mozaikovánı́

Z hlediska metody PFEM se nejproblematičtějšı́mi jevı́ přı́pady, kdy může docházet k zaokrouh-
lovacı́ chybě, tzn. vı́ce, než tři body majı́ jednu společnou kružnici, přı́padně se tomuto stavu
blı́žı́, což znamená, že každé trojici z dotčených bodů lze opsat několik kružnic, avšak tyto
se přı́liš nelišı́ co do polohy středu ani co do velikosti poloměru. V rozšı́řeném Delaunayově
mozaikovánı́ (extended Delaunay tessellation) se zavádı́ parametr δ, který určuje minimálnı́
možnou vzdálenost opsaných kružnic. Je-li skutečná vzdálenost menšı́, potom se body považujı́
za kocirkulárnı́ a nevzniká trojúhelnı́k nýbrž obecně mnohoúhelnı́k. Z toho důvodu se již ne-
hovořı́ o triangulaci, ale o mozaikovánı́. Takto vzniklé prvky ovšem vyžadujı́ zvláštnı́ bázové
funkce (Idelsohn at al., 1999).

5. Alpha shape koncept

Důležitým aspektem Delaunayovy triangulace a obecně všech úloh generovánı́ sı́tı́ konečných
prvků je také nutnost zachovávat původnı́ hranici domény. V přı́padě jejı́ značné členitosti,
může dojı́t k situaci, že vypočtená triangulace hranici nerespektuje a prvky zabı́rajı́ neexistujı́cı́
plochu. Většině přı́stupů snažı́cı́m se tomuto stavu zamezit je společné, že definovanou hranici
rozdělı́ na vı́ce segmentů, čı́mž se zajistı́ dostatečně jemná sı́t’ na okrajı́ch domény.

Uvažujeme-li Lagrangeovské úlohy prouděnı́, nemáme jako v jiných variantách MKP hranici
domény explicitně definovanou. Jak již bylo zmı́něno, aktuálnı́ konfigurace částic v prostoru je
výsledkem předcházejı́cı́ho kroku řešenı́. Vyvstává tı́m pádem potřeba algoritmu schopného jak
určit ”obálku” částic, tak rozpoznat, zde nedošlo k oddělenı́ dı́lčı́ subdomény.
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Variantou takového algoritmu je Alpha Shape koncept (Edelsbrunner and Mücke, 1994)
vycházejı́cı́ z Voronoiova diagramu duálnı́ho k Delaunayovské triangulaci. Pracuje s funkcı́
minimálnı́ch vzdálenosti jednotlivých bodů h(x) přenásobenou koeficientem α. Uvažuje, že je-
li kružnice o poloměru daným součinem αh(x)opsaná dvěma sousednı́m bodům prázdná, body
ležı́ na hranici. Tı́m je jednoznačně určeno kritérium hranice.

6. Závěr

Cı́lem tohoto článku je představenı́ a popis metody Delaunayovy triangulace a techniky Alpha
Shape, které budou po implementaci sloužit během řešenı́ problému interakce kapaliny s kon-
strukcı́ k obnovovánı́ sı́tě konečných prvků a detekci hranice v každém časovém kroku. Uzly
sı́tě budou tvořeny materiálovými body – částicemi. V přı́padě Delaunayovské triangulace se
tedy nejedná se o typický generátor sı́tě na dané doméně, ale o nástroj sloužı́cı́ k vytvořenı́ nu-
mericky vhodné sı́tě prvků z materiálových bodů, jejichž poloha je určená bud’to jejich úvodnı́
konfiguracı́ přı́padně jako výsledek předcházejı́cı́ho kroku řešenı́.
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