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PERFORMANCE TESTS OF THE MINIMUM
DEGREE ORDERING IMPLEMENTATION

P. Parik*

Summary: The minimum degree ordering is one of the most widely used
algorithms to preorder a symmetric sparse matrix prior to numerical
factorization. There are number of variants which try to reduce the computational
complexity of the original algorithm while maintaining a reasonable ordering
quality. An in-house finite element solver is used to test several minimum degree
ordering algorithm variants to find the most suitable configuration for the use in
the Finite Element Method. The performance results obtained and their
assessments are presented along with the minimum degree ordering algorithm
overview.

1. Uvod

Matice ziskané diskretizaci metodou konec¢nych prvki mohou byt u slozitych modeld velmi
rozmérné. Tyto matice jsou nastésti symetrické a tidké, tj. pouze mald ¢ast prvkli matice je
nenulova — ¢asto méné nez jedno procento. Proto neni nutné ukladat a zpracovavat vSechny
prvky matice (¢i ptiblizn€ polovinu prvki v ptipadé symetrickych matic), coz je i pro soucas-
né nejvykonnéjsi pocitace prakticky nemozné (napf. relativné ,,mala“ symetrickd matice fadu
10° by zabrala pfiblizn& 40 gigabajti pam&tového prostoru).

Dalsim problémem je tzv. zaplnéni (fill-in) — zména plivodné nulovych prvk matice na
nenulové v pritbéhu feseni. V nejhors$im ptipadé je mozné dosahnout i iplného zaplnéni vsech
ptvodné nulovych prvki, tj. faktorizace (dekompozice, triangularizace, eliminace) vede na
plnou trojuhelnikovou matici (faktor). Proto je nezbytné nutné zménit potadi radkd a sloupct
matice (tedy prakticky piecislovat odpovidajici systém linedrnich rovnic) tak, aby zaplnéni po
faktorizaci matice bylo co nejmensi a fidkost matice tak byla v co nejvétsi mife zachovana.

Minimum degree ordering (Tinney & Walker, 1967) je jeden z nejrozsifenéjSich algoritmut
pro piecislovani matic, protoze vede na faktory s relativné nizkym zaplnénim pro Sirokou
Skalu matic. Na obr. 1 je uveden ptiklad struktury matice a jejiho faktoru po aplikovani dvou
ptecislovacich algoritmi (za pov§imnuti stoji i pocet nenulovych prvki faktoru, ktery demon-
struje vyse uvedené tvrzeni o kvalit¢ minimum degree algoritmu).
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Obr. 1 Piiklad struktury matice po piecislovani (nahoie) a po néasledné faktorizaci (dole)
Reverse Cuthill-McKee Ordering (vlevo) and Minimum Degree Ordering (vpravo)

2. Minimum Degree Ordering

Utelem minimum degree ordering algoritmu je najit takové poradi fadkd a sloupct matice,
aby nasledna numerické faktorizace matice vedla na faktor s nejmenSim zaplnénim, ¢imz se
minimalizuji naroky jak na uloZeni prvka matice, tak na ¢as vypoctu. Je tfeba poznamenat, ze
nalezeni nejmensiho zaplnéni je NP-plny problém, a proto je minimum degree ordering al-
goritmus zaloZen na heuristice.

Piivodni minimum degree ordering algoritmus (Tinney & Walker, 1967) m¢l né€kolik ne-
vyhod, které byly ¢asem rtiznymi zplisoby prekonany (George & Liu, 1989; Amestoy, Davis
& Duff, 1996). Nejdulezitéjsi zdokonaleni jsou zbézné popsana dale.

2.1. Pavodni algoritmus

Pivodni minimum degree algoritmus (Tinney & Walker, 1967; George & Liu, 1989; Ames-
toy, Davis & Duff, 1996) je zalozen na tzv. elimina¢nim grafu (viz obr. 2), kde hrany grafu
reprezentuji nenulové prvky matice, tj. vrcholy grafu i a j jsou spojeny pouze je-li prvek na i-
tém tadku a j-tém sloupci matice nenulovy. Kazdy vrchol ma navic tzv. stupen (degree), ktery
je definovan jako pocet hran prilehlych k vrcholu (pocet sousedicich vrcholit).
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Obr. 2 Ptiklad matice a jejiho elimina¢niho grafu
(pocatecni stav a stav po prvnich dvou krocich algoritmu)

Na za&atku algoritmu se podle nenulové struktury matice sestavi poateéni graf G°, ktery je
pak v pribéhu algoritmu postupné redukovan, dokud neni prazdny. V kazdém kroku algorit-
mu je odebran jeden vrchol véetné vSech jeho pfilehlych hran. Odebrany vrchol s hranami se
pot¢ nahradi doplnénim hran mezi vSemi dvojicemi vrcholi pivodné sousedicimi
s odebranym vrcholem. Pocet piidanych hran, které ptedstavuji zaplnéni pfi jenom kroku nu-
merické faktorizace, je umérny stupni odebraného vrcholu, a proto se vzdy odebira vrchol
s nejmensSim stupném (odtud jméno algoritmu). V kazdém kroku £ této symbolické eliminace
reprezentuje graf G* nenulovou strukturu &astedné faktorizované matice. Piiklad matice a jeji-
ho elimina¢niho grafu je na obr. 2, kompletni grafy s vysvétlenim lze najit v ¢ldnku Amestoy,
Davis & Duff, 1996.

2.2. Kvocien¢ni graf

Pridavani novych hran reprezentujicich zaplnéni do elimina¢niho grafu znamend, ze paméto-
vé naroky grafu béhem symbolické eliminace rostou a nelze je predem odhadnout. To bylo
vyfeseno zavedenim tzv. kvocien¢niho grafu, jehoz pamétové naroky nikdy nepiekroci veli-
kost pocatecniho grafu G° (George & Liu, 1989; Amestoy, Davis & Duff, 1996).

Kvocien¢ni graf je ale slozitéjsi nez elimina¢ni graf a vypocet stupiili je v ném ponékud
komplikovany. Pro vypocet stupné vrcholu v elimina¢nim grafu sta¢i spocitat velikost mnozi-
ny jeho hran (tedy jejich pocet); v elimina¢nim grafu je vSak Casto tfeba pro vypocet stupné
jednoho vrcholu nejprve najit sjednoceni mnozin hran nékolika dalSich vrcholl (s vylou¢enim
duplicitnich hran), coz déla vypocet stupnii zdaleka nejndrocnéjsi ¢asti algoritmu. S timto
problémem se Ize vypotadat nékolika zptsoby.

2.3. Supervrcholy

Pocet vypoctl stupiii ve kvocienénim grafu je mozné snizit zavedenim tzv. supervrchol
(George & Liu, 1989; Amestoy, Davis & Duff, 1996). Vrcholy, které tvoii tzv. kliku (tj. aplné
propojeny podgraf), maji ekvivalentni mnoziny hran a také stejny stuper, a proto kterykoliv
z téchto vrcholit mize byt vybran jako dalsi pivot. Tyto vrcholy tedy mohou byt spojeny do
jednoho ,,supervrcholu®, pti jehoz odebrani z grafu se eliminuji vS§echny vrcholy v ném obsa-
zené najednou, coz zna¢né snizuje pocet krokl symbolické eliminace.

Cas navic potiebny pro detekci vrcholti vhodnych pro spojeni a vytvaieni supervrchold je
zanedbatelny v porovnani s ¢asem usetfenym redukci poctu vypoctl stupit.
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2.4. PribliZzné stupné
Slozitost vypoctu stupiili ve kvociencnim grafu je mozné snizit zavedenim tzv. ptibliznych
stupnii. Stupeni vrcholu mtze byt aproximovan jeho horni mezi, jejiz vypocet je jednodussi a
rychlejsi nez ptesny vypocet. Precislovani ziskané za pouziti ptibliznych stupiii je obvykle
mén¢ kvalitni, tj. vede na vétsi zaplnéni nez pii pouziti presnych stupmid.

Pro ptiblizny vypocet stupné vrcholu ve kvocienénim grafu existuje nékolik metod; v této

praci byly implementovany a testovany tii metody (Gilbert, Moler & Schreiber, 1992; Ames-
toy, Davis & Duff, 1996).

3. Numerické testy

ne Design — VAMET & UT AV, 2003), napsaném ve FORTRANu 77. Tento fe§i¢ vyuziva
minimum degree ordering algoritmus a specialni maticové ulozeni pro efektivni feseni vel-
kych kone¢néprvkovych tloh.

Cilem testi bylo ovéfit ucinek dvou zlepSeni algoritmu — metody piiblizného vypoctu
stupnii a zavedeni supervrcholll — na rychlost a kvalitu pfecislovani a stanovit nejlepsi konfi-
guraci pro vypocty redlnych konecnéprvkovych tloh. Je tieba poznamenat, Ze efektivita mi-
nimum degree ordering algoritmu je zna¢né€ zavisla na konkrétni implementaci.

Testy byly provedeny na souboru riznych kone&n&prvkovych uloh fadu od cca 10* nezna-
mych do cca 2 - 10° neznamych.

3.1. Testované konfigurace

Celkem bylo testovano 8 konfiguraci minimum degree ordering algoritmu: Ctyii metody vy-
poctu stupiii s vypnutymi nebo zapnutymi supervrcholy. Testovana implementace algoritmu
je zalozena vyhradné na kvocien¢nim grafu.

Konfigurace algoritmu — metody vypoctu stupn:
e DI — pfesny vypocet (Tinney & Walker, 1967; George & Liu, 1989; Amestoy, Davis &

¢islovani.

e D2 — piiblizny vypocet, ktery navrhli Amestoy, Davis a Duff (Amestoy, Davis & Duff,
1996). Tato varianta by méla produkovat témét stejné kvalitni piecislovani jako D1, ale
pfitom byt podstatné rychlejsi.

e D3 — ptiblizny vypocet, ktery navrhli Ashcraft a Eisenstat (Amestoy, Davis & Dulff,
1996). Tato varianta je ve skutecnosti specidlni kombinaci D1 a D4, méla by produkovat
lepsi precislovani nez D4 a ptitom byt rychlejsi nez D1.

e D4 — ptiblizny vypocet, ktery navrhli Gilbert, Moler a Schreiber (Gilbert, Moler & Schre-
iber, 1992; Amestoy, Davis & Duff, 1996). Tato varianta je nejjednodussi a méla by byt
nejrychlejsi.

3.2. Rychlost piecislovani

Nameéfend rychlost minimum degree ordering algoritmu je vynesena na obr. 3. Na ose x je
konfigurace algoritmu (D1-D4, D1*-D4%*) a na ose y vypocetni €as algoritmu relativné k refe-
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renéni konfiguraci D1*, tj. pfesny vypocet stupiiti bez supervrcholii. Cary spojujici body nale-
zici ke stejné uloze slouzi pouze pro zlepsSeni Citelnosti a nemaji zadny redlny vyznam. Vy-

sledky ziskané bez supervrcholil jsou oznaceny hvézdic¢kou.
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Obr. 3 Rychlost minimum degree ordering algoritmu (vybrané vysledky)

Rozdily v rychlosti mezi konfiguracemi se supervrcholy (plné ¢ary) je pouze v fadech jed-
notek procent a rychlost je zhruba o 75% vy$si nez u konfiguraci bez supervrcholil. Pti bliz-
$im zkoumani hodnot jsou konfigurace D3 a D4 o néco rychlejsi nez D1; konfigurace D4 je
nejrychlejsi. Konfigurace D2 se ptekvapivé jevi o néco pomalejsi nez D1, cozZ je patrné zpu-
sobeno implementaci algoritmu.

Rozdily v rychlosti mezi konfiguracemi bez supervrchola (¢arkované ¢ary) je mnohem I1¢-
pe viditelny. Pfiblizné stupné (konfigurace D2*-D4%*) jsou o cca 10-90% rychlejsi nez presné
stupné (konfigurace D1%*). Konfigurace D4* je vétSinou nejrychlejsi, nasleduje D2*, potom

D3*.
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3.3. Kvalita precislovani

Kvalita precislovani ziskand minimum degree ordering algoritmem je vynesena na obr. 4. Na
ose x je konfigurace algoritmu (D1-D4, D1*-D4*) a na ose y kvalita precislovani (méfena
pamétovymi naroky — poc¢tem nenulovych blokii matice po faktorizaci) relativné k referencni
konfiguraci D1*, tj. pfesny vypocet stupiiti bez supervrcholii. Cary spojujici body naleZici ke
stejné uloze slouzi pouze pro zlepSeni Citelnosti a nemaji zddny redlny vyznam. Vysledky
ziskané bez supervrcholl jsou oznaceny hvézdickou.
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Obr. 4 Kvalita minimum degree ordering algoritmu (vybrané vysledky)

Rozdily v kvalité piecislovani mezi konfiguracemi se pohybuji v rozmezi +5%, nicméné
u veétsiny uloh davaji konfigurace se supervrcholy D1-D3 (pIné ¢ary) a bez supervrcholti D1*-
D3* (¢arkované cary) prakticky stejné kvalitni precislovani. U konfigurace D4 znacné klesa
kvalita precislovani, a to umérn¢ velikosti ulohy; u konfigurace D4* je pokles kvality jesté
radove vétsi. Nekteré konfigurace mohou u nekterych uloh dosdhnout lepsiho ptecislovani,
ale jedna se pouze o jednotlivé piipady, v fadu jednotek procent, bez vysledovatelného trendu.
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4. Zavér
Byla otestovana, zméfena, porovnana a zhodnocena implementace minimum degree ordering
algoritmu na souboru nékolika desitek kone¢néprvkovych uloh.

Rozsiteni kvocien¢niho grafu o supervrcholy bylo potvrzeno jako velmi dulezité zdokona-
leni minimum degree ordering algoritmu, protoze kromé zna¢ného zvySeni rychlosti precislo-
vani také nékdy mirn¢ zvysuje jeho kvalitu. Dlivodem je, Ze hromadna eliminace vrcholl se
stejnym stupném vede na mensi zaplnéni nez jejich eliminace v ,,ndhodném* potadi, jako je
tomu u ptivodniho minimum degree ordering algoritmu. Z tohoto divodu bude zavérecné
hodnoceni provedeno pouze pro konfigurace se supervrcholy.

Metoda ptiblizného vypoctu stupiiii, kterou navrhli Gilbert, Moler a Schreiber (konfigurace
D4), byla potvrzena jako nejrychlejsi, nicméné kvalita piecislovani byla v porovnani
s ostatnimi konfiguracemi fadove nizsi.

Metoda piiblizného vypoctu stupnii, kterou navrhli Ashcraft a Eisenstat (konfigurace D3),

obvykle dava pomérn¢ dobré precislovani, nicméné je pomalejsi nez ostatni ptiblizné metody
(konfigurace D2 a D4).

Metoda piiblizného vypoctu stupiid, kterou navrhli Amestoy, Davis a Duff (konfigurace
D2), byla potvrzena jako kvalitni a zaroven rychla aproximace piesnych stupnid.

Z uvedenych vysledkt dale vyplyva, ze v ptipadé testované implementace minimum de-
gree ordering algoritmu neni nutné na ukor pozadované maximalni rychlosti precislovani po-
tencionalné snizovat jeho kvalitu zavadénim piiblizného vypoctu stupiii a tim zvySovat pa-
métové naroky na feSeni. Vysoka optimalizace testované implementace algoritmu (konkrétné
konfigurace D1) na programové trovni umoziuje provadet precislovani matic, které je rychlé
i pro ulohy s 10° a vice neznamymi a zaroveti produkuje minimélni zaplnéni pii faktorizaci.
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