
PERFORMANCE TESTS OF THE MINIMUM 
DEGREE ORDERING IMPLEMENTATION 

P. Pa ík*

Summary: The minimum degree ordering is one of the most widely used 
algorithms to preorder a symmetric sparse matrix prior to numerical 
factorization. There are number of variants which try to reduce the computational 
complexity of the original algorithm while maintaining a reasonable ordering 
quality. An in-house finite element solver is used to test several minimum degree 
ordering algorithm variants to find the most suitable configuration for the use in 
the Finite Element Method. The performance results obtained and their 
assessments are presented along with the minimum degree ordering algorithm 
overview.

1. Úvod
Matice získané diskretizací metodou kone ných prvk  mohou být u složitých model  velmi 
rozm rné. Tyto matice jsou našt stí symetrické a ídké, tj. pouze malá ást prvk  matice je 
nenulová – asto mén  než jedno procento. Proto není nutné ukládat a zpracovávat všechny 
prvky matice ( i p ibližn  polovinu prvk  v p ípad  symetrických matic), což je i pro sou as-
né nejvýkonn jší po íta e prakticky nemožné (nap . relativn  „malá“ symetrická matice ádu
105 by zabrala p ibližn  40 gigabajt  pam ového prostoru). 

Dalším problémem je tzv. zapln ní (fill-in) – zm na p vodn  nulových prvk  matice na 
nenulové v pr b hu ešení. V nejhorším p ípad  je možné dosáhnout i úplného zapln ní všech 
p vodn  nulových prvk , tj. faktorizace (dekompozice, triangularizace, eliminace) vede na 
plnou trojúhelníkovou matici (faktor). Proto je nezbytn  nutné zm nit po adí ádk  a sloupc
matice (tedy prakticky p e íslovat odpovídající systém lineárních rovnic) tak, aby zapln ní po 
faktorizaci matice bylo co nejmenší a ídkost matice tak byla v co nejv tší mí e zachována. 

Minimum degree ordering (Tinney & Walker, 1967) je jeden z nejrozší en jších algoritm
pro p e íslování matic, protože vede na faktory s relativn  nízkým zapln ním pro širokou 
škálu matic. Na obr. 1 je uveden p íklad struktury matice a jejího faktoru po aplikování dvou 
p e íslovacích algoritm  (za povšimnutí stojí i po et nenulových prvk  faktoru, který demon-
struje výše uvedené tvrzení o kvalit  minimum degree algoritmu). 
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Obr. 1 P íklad struktury matice po p e íslování (naho e) a po následné faktorizaci (dole)
Reverse Cuthill-McKee Ordering (vlevo) and Minimum Degree Ordering (vpravo) 

2. Minimum Degree Ordering 
Ú elem minimum degree ordering algoritmu je najít takové po adí ádk  a sloupc  matice, 
aby následná numerická faktorizace matice vedla na faktor s nejmenším zapln ním, ímž se 
minimalizují nároky jak na uložení prvk  matice, tak na as výpo tu. Je t eba poznamenat, že 
nalezení nejmenšího zapln ní je NP-úplný problém, a proto je minimum degree ordering al-
goritmus založen na heuristice. 

P vodní minimum degree ordering algoritmus (Tinney & Walker, 1967) m l n kolik ne-
výhod, které byly asem r znými zp soby p ekonány (George & Liu, 1989; Amestoy, Davis 
& Duff, 1996). Nejd ležit jší zdokonalení jsou zb žn  popsána dále. 

2.1. P vodní algoritmus 
P vodní minimum degree algoritmus (Tinney & Walker, 1967; George & Liu, 1989; Ames-
toy, Davis & Duff, 1996) je založen na tzv. elimina ním grafu (viz obr. 2), kde hrany grafu 
reprezentují nenulové prvky matice, tj. vrcholy grafu i a j jsou spojeny pouze je-li prvek na i-
tém ádku a j-tém sloupci matice nenulový. Každý vrchol má navíc tzv. stupe  (degree), který 
je definován jako po et hran p ilehlých k vrcholu (po et sousedících vrchol ).
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Obr. 2  P íklad matice a jejího elimina ního grafu 
(po áte ní stav a stav po prvních dvou krocích algoritmu) 

Na za átku algoritmu se podle nenulové struktury matice sestaví po áte ní graf G0, který je 
pak v pr b hu algoritmu postupn  redukován, dokud není prázdný. V každém kroku algorit-
mu je odebrán jeden vrchol v etn  všech jeho p ilehlých hran. Odebraný vrchol s hranami se 
poté nahradí dopln ním hran mezi všemi dvojicemi vrchol  p vodn  sousedícími 
s odebraným vrcholem. Po et p idaných hran, které p edstavují zapln ní p i jenom kroku nu-
merické faktorizace, je úm rný stupni odebraného vrcholu, a proto se vždy odebírá vrchol 
s nejmenším stupn m (odtud jméno algoritmu). V každém kroku k této symbolické eliminace 
reprezentuje graf Gk nenulovou strukturu áste n  faktorizované matice. P íklad matice a její-
ho elimina ního grafu je na obr. 2, kompletní grafy s vysv tlením lze najít v lánku Amestoy, 
Davis & Duff, 1996. 

2.2. Kvocien ní graf 
P idávání nových hran reprezentujících zapln ní do elimina ního grafu znamená, že pam o-
vé nároky grafu b hem symbolické eliminace rostou a nelze je p edem odhadnout. To bylo 
vy ešeno zavedením tzv. kvocien ního grafu, jehož pam ové nároky nikdy nep ekro í veli-
kost po áte ního grafu G0 (George & Liu, 1989; Amestoy, Davis & Duff, 1996). 

Kvocien ní graf je ale složit jší než elimina ní graf a výpo et stup  je v n m pon kud
komplikovaný. Pro výpo et stupn  vrcholu v elimina ním grafu sta í spo ítat velikost množi-
ny jeho hran (tedy jejich po et); v elimina ním grafu je však asto t eba pro výpo et stupn
jednoho vrcholu nejprve najít sjednocení množin hran n kolika dalších vrchol  (s vylou ením
duplicitních hran), což d lá výpo et stup  zdaleka nejnáro n jší ástí algoritmu. S tímto 
problémem se lze vypo ádat n kolika zp soby.

2.3. Supervrcholy 
Po et výpo t  stup  ve kvocien ním grafu je možné snížit zavedením tzv. supervrchol
(George & Liu, 1989; Amestoy, Davis & Duff, 1996). Vrcholy, které tvo í tzv. kliku (tj. úpln
propojený podgraf), mají ekvivalentní množiny hran a také stejný stupe , a proto kterýkoliv 
z t chto vrchol  m že být vybrán jako další pivot. Tyto vrcholy tedy mohou být spojeny do 
jednoho „supervrcholu“, p i jehož odebrání z grafu se eliminují všechny vrcholy v n m obsa-
žené najednou, což zna n  snižuje po et krok  symbolické eliminace. 

as navíc pot ebný pro detekci vrchol  vhodných pro spojení a vytvá ení supervrchol  je 
zanedbatelný v porovnání s asem ušet eným redukcí po tu výpo t  stup .
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2.4. P ibližné stupn
Složitost výpo tu stup  ve kvocien ním grafu je možné snížit zavedením tzv. p ibližných 
stup . Stupe  vrcholu m že být aproximován jeho horní mezí, jejíž výpo et je jednodušší a 
rychlejší než p esný výpo et. P e íslování získané za použití p ibližných stup  je obvykle 
mén  kvalitní, tj. vede na v tší zapln ní než p i použití p esných stup .

Pro p ibližný výpo et stupn  vrcholu ve kvocien ním grafu existuje n kolik metod; v této 
práci byly implementovány a testovány t i metody (Gilbert, Moler & Schreiber, 1992; Ames-
toy, Davis & Duff, 1996). 

3. Numerické testy 
Numerické testy byly provedeny na finitním eši i XFES systému PMD (Package for Machi-
ne Design – VAMET & ÚT AV, 2003), napsaném ve FORTRANu 77. Tento eši  využívá 
minimum degree ordering algoritmus a speciální maticové uložení pro efektivní ešení vel-
kých kone n prvkových úloh. 

Cílem test  bylo ov it ú inek dvou zlepšení algoritmu – metody p ibližného výpo tu
stup  a zavedení supervrchol  – na rychlost a kvalitu p e íslování a stanovit nejlepší konfi-
guraci pro výpo ty reálných kone n prvkových úloh. Je t eba poznamenat, že efektivita mi-
nimum degree ordering algoritmu je zna n  závislá na konkrétní implementaci. 

Testy byly provedeny na souboru r zných kone n prvkových úloh ádu od cca 102 nezná-
mých do cca 2 · 106 neznámých. 

3.1. Testované konfigurace 
Celkem bylo testováno 8 konfigurací minimum degree ordering algoritmu: ty i metody vý-
po tu stup  s vypnutými nebo zapnutými supervrcholy. Testovaná implementace algoritmu 
je založena výhradn  na kvocien ním grafu. 

Konfigurace algoritmu – metody výpo tu stup :
D1 – p esný výpo et (Tinney & Walker, 1967; George & Liu, 1989; Amestoy, Davis & 
Duff, 1996). Tato varianta by m la být asov  nejnáro n jší, ale produkovat nejlepší p e-
íslování. 

D2 – p ibližný výpo et, který navrhli Amestoy, Davis a Duff (Amestoy, Davis & Duff, 
1996). Tato varianta by m la produkovat tém  stejn  kvalitní p e íslování jako D1, ale 
p itom být podstatn  rychlejší. 
D3 – p ibližný výpo et, který navrhli Ashcraft a Eisenstat (Amestoy, Davis & Duff, 
1996). Tato varianta je ve skute nosti speciální kombinací D1 a D4, m la by produkovat 
lepší p e íslování než D4 a p itom být rychlejší než D1. 
D4 – p ibližný výpo et, který navrhli Gilbert, Moler a Schreiber (Gilbert, Moler & Schre-
iber, 1992; Amestoy, Davis & Duff, 1996). Tato varianta je nejjednodušší a m la by být 
nejrychlejší.

3.2. Rychlost p e íslování
Nam ená rychlost minimum degree ordering algoritmu je vynesena na obr. 3. Na ose x je 
konfigurace algoritmu (D1-D4, D1*-D4*) a na ose y výpo etní as algoritmu relativn  k refe-
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ren ní konfiguraci D1*, tj. p esný výpo et stup  bez supervrchol . áry spojující body nále-
žící ke stejné úloze slouží pouze pro zlepšení itelnosti a nemají žádný reálný význam. Vý-
sledky získané bez supervrchol  jsou ozna eny hv zdi kou.
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Obr. 3  Rychlost minimum degree ordering algoritmu (vybrané výsledky) 

Rozdíly v rychlosti mezi konfiguracemi se supervrcholy (plné áry) je pouze v ádech jed-
notek procent a rychlost je zhruba o 75% vyšší než u konfigurací bez supervrchol . P i bliž-
ším zkoumání hodnot jsou konfigurace D3 a D4 o n co rychlejší než D1; konfigurace D4 je 
nejrychlejší. Konfigurace D2 se p ekvapiv  jeví o n co pomalejší než D1, což je patrn  zp -
sobeno implementací algoritmu. 

Rozdíly v rychlosti mezi konfiguracemi bez supervrchol  ( árkované áry) je mnohem lé-
pe viditelný. P ibližné stupn  (konfigurace D2*-D4*) jsou o cca 10-90% rychlejší než p esné
stupn  (konfigurace D1*). Konfigurace D4* je v tšinou nejrychlejší, následuje D2*, potom 
D3*.
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3.3. Kvalita p e íslování
Kvalita p e íslování získaná minimum degree ordering algoritmem je vynesena na obr. 4. Na 
ose x je konfigurace algoritmu (D1-D4, D1*-D4*) a na ose y kvalita p e íslování (m ená 
pam ovými nároky – po tem nenulových blok  matice po faktorizaci) relativn  k referen ní
konfiguraci D1*, tj. p esný výpo et stup  bez supervrchol . áry spojující body náležící ke 
stejné úloze slouží pouze pro zlepšení itelnosti a nemají žádný reálný význam. Výsledky 
získané bez supervrchol  jsou ozna eny hv zdi kou.
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Obr. 4  Kvalita minimum degree ordering algoritmu (vybrané výsledky) 

Rozdíly v kvalit  p e íslování mezi konfiguracemi se pohybují v rozmezí ±5%, nicmén
u v tšiny úloh dávají konfigurace se supervrcholy D1-D3 (plné áry) a bez supervrchol  D1*-
D3* ( árkované áry) prakticky stejn  kvalitní p e íslování. U konfigurace D4 zna n  klesá 
kvalita p e íslování, a to úm rn  velikosti úlohy; u konfigurace D4* je pokles kvality ješt
ádov  v tší. N které konfigurace mohou u n kterých úloh dosáhnout lepšího p e íslování, 

ale jedná se pouze o jednotlivé p ípady, v ádu jednotek procent, bez vysledovatelného trendu. 
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4. Záv r
Byla otestována, zm ena, porovnána a zhodnocena implementace minimum degree ordering 
algoritmu na souboru n kolika desítek kone n prvkových úloh. 

Rozší ení kvocien ního grafu o supervrcholy bylo potvrzeno jako velmi d ležité zdokona-
lení minimum degree ordering algoritmu, protože krom  zna ného zvýšení rychlosti p e íslo-
vaní také n kdy mírn  zvyšuje jeho kvalitu. D vodem je, že hromadná eliminace vrchol  se 
stejným stupn m vede na menší zapln ní než jejich eliminace v „náhodném“ po adí, jako je 
tomu u p vodního minimum degree ordering algoritmu. Z tohoto d vodu bude záv re né
hodnocení provedeno pouze pro konfigurace se supervrcholy. 

Metoda p ibližného výpo tu stup , kterou navrhli Gilbert, Moler a Schreiber (konfigurace 
D4), byla potvrzena jako nejrychlejší, nicmén  kvalita p e íslování byla v porovnání 
s ostatními konfiguracemi ádov  nižší. 

Metoda p ibližného výpo tu stup , kterou navrhli Ashcraft a Eisenstat (konfigurace D3), 
obvykle dává pom rn  dobré p e íslování, nicmén  je pomalejší než ostatní p ibližné metody 
(konfigurace D2 a D4).

Metoda p ibližného výpo tu stup , kterou navrhli Amestoy, Davis a Duff (konfigurace 
D2), byla potvrzena jako kvalitní a zárove  rychlá aproximace p esných stup .

Z uvedených výsledk  dále vyplývá, že v p ípad  testované implementace minimum de-
gree ordering algoritmu není nutné na úkor požadované maximální rychlosti p e íslování po-
tencionáln  snižovat jeho kvalitu zavád ním p ibližného výpo tu stup  a tím zvyšovat pa-
m ové nároky na ešení. Vysoká optimalizace testované implementace algoritmu (konkrétn
konfigurace D1) na programové úrovni umož uje provád t p e íslování matic, které je rychlé 
i pro úlohy s 106 a více neznámými a zárove  produkuje minimální zapln ní p i faktorizaci. 
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