
ON APPLICATION OF DISTRIBUTIONS TO COMPUTATIONS OF 
OPEN CROSS-SECTION THIN-WALLED BEAMS

J. Sobotka* 

Summary: The generalized mathematical model of thin-walled beams with 
warpable cross-section introduced in (Hý a, 2005) represents a consistent small-
displacement theory for coupled bending and torsion of open cross-section thin-
walled beams, which are subjected to general distributed loading. However, this 
model does not cover directly concentrated loading. This paper presents a new 
generalization of this model by means of distributions to involve concentrated 
loading. The derived system of ordinary differential equations (SODE) of the first 
order contains twelve unknown quantities and Dirac distribution at each point 
where discontinuity of an unknown quantity occurs. The general solution to the 
SODE is computed by means of the symbolic programming approach. 

1. Úvod 
V lánku (Hý a, 2005) byl publikován zobecn ný matematický model tenkost nného nosníku 
otev eného profilu (TN) s deplanabilním pr ezem. Tento model p edstavuje konzistentní 
teorii malých deformací pro vázaný ohyb a kroucení TN s obecným m rným zatížením a 
m že být vyjád en pomocí soustavy t í lineárních vázaných oby ejných diferenciálních 
rovnic, z nichž každá je tvrtého stupn . Tento matematický model p ímo nezahrnuje osam lá
zatížení.

lánek je v nován dalšímu zobecn ní tohoto modelu vázaného ohybu a kroucení TN, aby 
umož oval p ímo zahrnout osam lá zatížení. Model obsahuje celkem 12 neznámých veli in.
Jsou to pr hyby ve sm ru os y, z, nato ení p í ného ezu kolem os y, z, úhel kroucení kolem 
podélné osy x, deplana ní funkce, složky posouvající síly ve sm ru os y, z, složky ohybového 
momentu kolem os y, z, krouticí moment a bimoment. Nespojitá zatížení jsou vyjád ena 
pomocí distribucí. Obecné ešení systému oby ejných diferenciálních rovnice (SODR) 
zobecn ného modelu TN je vypo teno pomocí symbolického programování.  

Abychom vyjád ili osam lá zatížení a individuální vazbové reakce v podporách mezi konci 
nosníku v samotném matematickém modelu, použijeme definici distribu ní derivace 
(Št pánek, 2001), v níž vystupuje také klasická derivace prvního ádu neznámé veli iny.
Z tohoto d vodu nejprve vyjád íme daný matematický model TN ve tvaru SODR prvního 
ádu.  P i jeho odvození vyjdeme  z varia ní formulace a z klasické definice hlavní sektoriální  
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sou adnice (Vlasov, 1962). Vázaný ohyb a kroucení TN nejsou v modelu z (Hý a, 2005) 
ovlivn ny m rným axiálním zatížením, a proto takové zatížení zde nebudeme uvažovat p i
odvození Eulerových-Lagrangeových rovnic modelu TN.  

2. Kinematické vztahy pro body st ednicové plochy tenkost nného nosníku otev eného
    profilu 
Model (Hý a, 2005) má šest neznámých geometrických veli in

, , , , ,( )wy x ( )wz x ( )y x ( )z x ( )x ( )x ,                                             (1) 

pomocí nichž se vyjád í složky posunutí bod  st ednicové plochy TN takto 
( )u ,x s ( )y x ( )z s z ( )y s ( )s  ,                                           (2) 

( )vt ,x s ( )wy x d
d
s ( )y s ( )wz x d

d
s ( )z s ( )x ( )r s  ,                           (3) 

kde
x podélná osa TN, 

Oyz hlavní centrální sou adný systém v rovin  p í ného ezu TN, 
Oxyz levoto ivý sou adný systém, 

( )wy x pr hyb ve sm ru osy y [m], 

( )wz x pr hyb ve sm ru osy z [m], 

( )y x nato ení p í ného ezu TN kolem p í né osy y podle pravoto ivého
šroubu [rad],

( )z x nato ení p í ného ezu TN kolem p í né osy z podle levoto ivého šroubu 
[rad],

( )x úhel kroucení TN kolem podélné osy x podle levoto ivého šroubu [rad], 
( )x deplana ní funkce [rad m-1],

( )u ,x s složka posunutí bodu st ednicové plochy ve sm ru osy x [m],  
( )vt ,x s složka posunutí bodu st ednicové plochy TN ve sm ru te ny ke st ednici 

profilu p í ného ezu [m], 
( )s hlavní sektoriální sou adnice (dle levoto ivého šroubu) [m2] (Vlasov, 

1962),
s orientovaná k ivo ará sou adnice podél st ednice profilu p í ného ezu

[m],

( )r s d
d
s ( )s rameno te ny ke st ednici profilu s pólem v klasickém st edu smyku [m] 

(Vlasov, 1962), 
[ ],( )wy x ( )wz x vektor posunutí p í ného ezu v rovin Oyz,

,d
d
s ( )y s d

d
s ( )z s sm rový vektor te ny ke st ednici profilu p í ného ezu v rovin Oyz.
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Úhly nato ení ( )y x , ( )z x p í ného ezu umož ují lineární aproximaci deplanace p í ného 
ezu vlivem posouvající síly. Deplana ní funkce ( )x umož uje výse ovou aproximaci 

deplanace p í ného ezu p i stísn ném kroucení. První dva leny na pravé stran  (3) 
p edstavují skalární sou in vektoru posunutí p í ného ezu v rovin Oyz a sm rového vektoru 
te ny ke st ednici profilu p í ného ezu.

3. Složky Cauchyho tenzoru p etvo ení p i rovinné napjatosti ve st n  tenkost nného  
    nosníku 
P edpokládá se, že p í ný ez TN je tuhý ve své rovin , a proto je

( )s ,x s 0  .                                                               (4) 

P etvo ení st ednicové plochy v podélném sm ru TN je

( )x ,x s x ( )u ,x s  .                                                    (5) 

Zkos v rovin xs je ur en výrazem 

( )xs , ,x s 2 d
d
x ( )x s ( )u ,x s x ( )vt ,x s  ,                       (6) 

kde
sou adnice ve sm ru kolmém ke st ednicové ploše z intervalu < -n/2, n/2 > [m] 

n = n(s) tlouš ka st ny [m]. 

Sou et druhého a t etího lenu na pravé stran  (6) vyjad uje zkos samotné st ednicové plochy, 
který se však v práci (Vlasov, 1962) zanedbává.

4. Celková potenciální energie tenkost nného nosníku otev eného profilu 

W ddd

V

1
2 E x

2 1
2 G xs

2 s x d
0

l

py wy pz wz my y mz z mk m x              (7) 

a po dosazení z (2), (3), (5) a (6) dostaneme obecn

W d

0

l

F , , , , , , , , , , , ,x wy wz y z d
d
x ( )wy x d

d
x ( )wz x d

d
x ( )y x d

d
x ( )z x d

d
x ( )x d

d
x ( )x x  ,      (8) 

kde
py ( )py x složka m rného p í ného zatížení ve sm ru osy y p sobící v klasickém st edu

smyku [Nm-1],
pz ( )pz x složka m rného p í ného zatížení ve sm ru osy z p sobící v klasickém st edu

smyku [Nm-1],
my ( )my x složka m rného ohybového zatížení kolem osy y orientovaná proti 

nato ení ( )y x [N], 
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mz ( )mz x složka m rného ohybového zatížení kolem osy z orientovaná souhlasn
s ( )z x [N],

mk ( )mk x m rné krouticí zatížení kolem osy x orientované podle levoto ivého šroubu [N], 
m ( )m x m rné bimomentové zatížení orientované souhlasn  s (s) [Nm], 

E modul pružnosti v tahu materiálu nosníku [Pa], 
G modul pružnosti ve smyku materiálu nosníku [Pa], 
μ Poissonova konstanta materiálu TN; p edpoklad: 1 >> μ2,
l délka nosníku [m]. 

5. Podmínky minima celkové potenciální energie 
Nulová hodnota první variace celkové potenciální energie (8) vede na rovnice tvaru (Rao, 
1982)

d
d
x ( )

x
F x F  ,                                                       (9) 

x
F ( )

x l x
F ( )

x 0
0  ,                                (10) 

pro šest závisle prom nných geometrických veli in  z množiny závisle prom nných
{ }, , , , ,y z wy wz  ,                                                   (11) 

p i emž  

x d
d
x ( )x  .                                                         (12) 

Výrazy tvaru 

x
F                                                                       (13) 

jsou tzv. zobecn né vnit ní síly z množiny 
{ }, , , , ,( )Mk x ( )My x ( )Mz x ( )B x ( )Ty x ( )Tz x  ,                            (14) 

p i emž  je z množiny (11) (ve shodném po adí), kde 

( )Mk x krouticí moment orientovaný podle levoto ivého šroubu vzhledem k podélné 
ose [Nm], 

( )My x složka ohybového momentu kolem osy y, orientovaná podle levoto ivého 
šroubu a vyvolávající zápornou k ivost v rovin Oxz [Nm], 

( )Mz x složka ohybového momentu kolem osy z orientovaná podle levoto ivého šroubu 
a vyvolávající kladnou k ivost v rovin Oxy [Nm], 

( )B x bimoment orientovaný souhlasn  s (s)  [Nm2],
( )Ty x složka posouvající síly ve sm ru osy y p sobící v klasickém st edu smyku [N], 

( )Tz x složka posouvající síly ve sm ru osy z p sobící v klasickém st edu smyku [N]. 

Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 – 14

1236



Poznámka: Záporné znaménko u My(x) v (14) je vlivem zvolené orientace opa né v i ( )y x .
Záporné znaménko u B(x) v (14) je vlivem zvolené orientace (s) podle levoto ivého šroubu 
vzhledem k ose x.

Výpo et derivací (13) integrandu F z (8) podle derivací jednotlivých geometrických veli in 
z množiny (11) dává výsledné vnit ní silové ú inky ve tvaru 

( )Ty x A G d
d
x ( )wz x ( )y x ,y z d

d
x ( )wy x ( )z x ,y y d

d
x ( )x ( )x ,y  ,          (15) 

( )Tz x A G d
d
x ( )wz x ( )y x ,z z d

d
x ( )wy x ( )z x ,y z d

d
x ( )x ( )x ,z  ,          (16) 

( )Mk x A G d
d
x ( )wz x ( )y x ,z d

d
x ( )wy x ( )z x ,y d

d
x ( )x ( )x ,

G Jk d
d
x ( )x

 ,        (17) 

( )My x E Jy d
d
x ( )y x  ,                                                         (18) 

( )Mz x E Jz d
d
x ( )z x  ,                                                           (19) 

( )B x E J d
d
x ( )x  ,                                                       (20) 

kde

,p q
1
A d

s1

s2

d
d
s ( )p s d

d
s ( )q s ( )n s s  , (p, q = y, z, ) ,                (21) 

Jk geometrický faktor tuhosti p i istém kroucení TN [m4],

Jy kvadratický moment plochy p í ného ezu k ose y [m4],

Jz kvadratický moment plochy p í ného ezu k ose z [m4],

J odpor v i deplanaci [m6],

A plocha p í ného ezu [m2],
s1 hodnota k ivo aré sou adnice po átku st ednice profilu p í ného ezu [m], 
s2 hodnota k ivo aré sou adnice konce st ednice profilu p í ného ezu [m]. 

6. Model vázaného ohybu a kroucení tenkost nného nosníku otev eného profilu ve tvaru  
    systému oby ejných diferenciálních rovnic prvního ádu
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice (9) a zobecn né vnit ní síly (15) až (20) vedou na hledaný 
SODR prvního ádu
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d
d
x ( )Tz x ( )pz x  ,                                                                 (22) 

d
d
x ( )My x ( )Tz x ( )my x  ,                                                      (23) 

d
d
x ( )y x

( )My x
E Jy

 ,                                                              (24) 

d
d
x ( )wz x a1 ( )Ty x a2 ( )Tz x a3 ( )Mk x a4 ( )x ( )y x  ,                (25) 

d
d
x ( )Ty x ( )py x  ,                                                                 (26) 

d
d
x ( )Mz x ( )Ty x ( )mz x  ,                                                    (27) 

d
d
x ( )z x

( )Mz x
E Jz

 ,                                                                  (28) 

d
d
x ( )wy x b1 ( )Ty x b2 ( )Tz x b3 ( )Mk x b4 ( )x ( )z x  ,                (29) 

d
d
x ( )Mk x ( )mk x  ,                                                                (30) 

d
d
x ( )B x ( )Mk x G Jk d

d
x ( )x ( )m x  ,                        (31) 

d
d
x ( )x ( )B x

E J  ,                                                                (32) 

d
d
x ( )x c1 ( )Ty x c2 ( )Tz x c3 ( )Mk x c4 ( )x  .                             (33) 

Rovnice (25), (29) a (33) vznikly ešením soustavy (15) až (17), p i emž koeficienty jsou 

a1

,y ,z ,y z ,
,y z Jk

A
1 G

 ,                                              (34) 

a2

,y
2

,y y ,
,y y Jk

A
1 G

 ,                                               (35) 

a3
,z ,y y ,y z ,y

1 G  ,                                                (36) 

a4

( ),y z ,y ,z ,y y Jk

1
 ,                                            (37) 

b1

,z
2

, ,z z

Jk ,z z

A
1 G

 ,                                           (38) 

b2 = a1 ,                                                                            (39) 

b3
,y z ,z ,y ,z z

1 G  ,                                                 (40) 
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b4

( ),y z ,z ,y ,z z Jk

1
 ,                                             (41) 

c1 = b3 ,                                                                             (42) 

c2 = a3 ,                                                                             (43) 

c3
,y z

2
,z z ,y y

G 1

 ,                                                           (44) 

c4 1 G Jk c3  ,                                                                 (45) 
kde

1 ( ), ,y z
2

, ,z z ,y y 2 ,z ,y ,y z ,z
2

,y y ,y
2

,z z A ( ),y z
2

,z z ,y y Jk
 .    (46) 

Matematický model, tvo ený rovnicemi (22) až (33), obsahuje klasické derivace zobec- 
n ných vnit ních sil (22), (23), (26), (27), (30), (31), které jsou závislé na m rných zatíženích. 
Avšak osam lá zatížení p ímo v t chto rovnicích zahrnuta nejsou. P i použití klasických 
derivací to ani není možné. D vodem toho je to, že idealizovaná osam lá zatížení vyvolávají 
nespojitosti v pr b hu zobecn ných vnit ních sil.  

Abychom výrazn  zmenšili pracnost analytického výpo tu TN p i p sobení osam lých
zatížení mezi jeho konci, zobecníme výše uvedený model tak, aby p ímo umož oval
implementovat p sobící osam lá zatížení. To je možné tehdy, když opustíme prostor 
klasických funkcí a pro neznámé veli iny zvolíme prostor zobecn ných funkcí (distribuce). 
Klasické derivace zobecn ných vnit ních sil nahradíme distribu ními derivacemi (Št pánek,
2001) s Diracovou singulární distribucí, která je umíst na vždy do místa nespojitosti 
zobecn né vnit ní síly a násobena velikostí její nespojitosti. Pokud velikost nespojitosti není 
známa, jako je tomu kup íkladu u soust ed né vazbové reakce mezi konci nosníku, musíme 
k jejímu ur ení doplnit deforma ní podmínku. 

7. Distribu ní derivace zobecn ných vnit ních sil 
Distribu ní derivace složky posouvající síly s jedním bodem nespojitosti v x dz1 je

d
d
x ( )Tz x ( )pz x [ ]Tz

dz1

( )Dirac x dz1  ,                            (47) 

kde
[ ]Tz

dz1

lim
+x dz1

( )Tz x lim
-x dz1

( )Tz x  .                                 (48) 

Velikost nespojitosti (48) se ur í z podmínky silové rovnováhy elementu nosníku, 
od íznutého spolu s osam lým b emenem. V idealizovaném p ípad  je délka takového 
elementu nosníku dx = 0 a podmínka rovnováhy je 

Fz1 lim
+x dz1

( )Tz x lim
-x dz1

( )Tz x 0  ,                               (49) 

kde
Fz1 velikost osam lého b emene v míst x dz1  ( 0 dz1 ), p sobící v klasickém st edu

smyku ve sm ru hlavní centrální osy z  [N]. 
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Rozdíl jednostranných limit (48) vypo teme z (49) a dosadíme do (47). Tak dostaneme 
kone ný tvar distribu ní derivace pro jednu složku posouvající síly s jedním bodem skokové 
nespojitosti

d
d
x ( )Tz x ( )pz x Fz1 ( )Dirac x dz1  .                                (50) 

Podobn  postupujeme u druhé složky posouvající síly.  

Distribu ní derivace složky ohybového momentu s jedním bodem nespojitosti v x ey1 je

d
d
x ( )My x ( )Tz x ( )my x [ ]My

ey1

( )Dirac x ey1  ,                (51) 

kde
[ ]My

ey1

lim
+x ey1

( )My x lim
-x ey1

( )My x  .                               (52) 

Velikost nespojitosti (52) se ur í z podmínky momentové rovnováhy elementu nosníku, 
od íznutého spolu s osam lou silovou dvojicí. V idealizovaném p ípad  je délka takového 
elementu nosníku dx = 0 a podmínka momentové rovnováhy je 

Cy1 lim
+x ey1

( )My x lim
-x ey1

( )My x 0  ,                          (53) 

kde
Cy1 velikost osam lé silové dvojice v míst x ey1 ( 0 ey1 ), orientované podle pravidla 

levoto ivého šroubu vzhledem k hlavní centrální ose y [Nm]. 
Rozdíl jednostranných limit (52) vypo teme z (53) a dosadíme do (51). Tak dostaneme 
kone ný tvar distribu ní derivace pro jednu složku ohybového momentu s jedním bod 
skokové nespojitosti 

d
d
x ( )My x ( )Tz x ( )my x Cy1 ( )Dirac x ey1  .                       (54) 

Podobn  postupujeme u druhé složky ohybového momentu.  

Distribu ní derivace krouticího momentu s jedním bodem nespojitosti v x g1 je

d
d
x ( )Mk x ( )mk x [ ]Mk

g1

( )Dirac x g1  ,                            (55) 

kde
[ ]Mk

g1

lim
+x g1

( )Mk x lim
-x g1

( )Mk x  .                            (56) 

Velikost nespojitosti (56) se ur í z podmínky momentové rovnováhy elementu nosníku, 
od íznutého spolu s osam lou krouticí silovou dvojicí. V idealizovaném p ípad  je délka 
takového elementu nosníku dx = 0, pro který je podmínka momentové rovnováhy 

Ck1 lim
+x g

1

( )Mk x lim
-x g

1

( )Mk x 0  ,                                (57) 

kde
Ck1 velikost osam lé krouticí silové dvojice v míst x g1  ( 0 g1 ), která je orientována dle 

pravidla levoto ivého šroubu vzhledem k podélné ose tenkost nného nosníku [Nm]. 

Engineering Mechanics 2009, Svratka, Czech Republic, May 11 – 14

1240



Rozdíl jednostranných limit (56) vypo teme z (57) a dosadíme do (55). Tak dostaneme 
kone ný tvar distribu ní derivace pro vnit ní krouticí moment s jedním bodem nespojitosti 

d
d
x ( )Mk x ( )mk x Ck1 ( )Dirac x g1  .                              (58) 

Distribu ní derivace vnit ního bimomentu s jedním bodem nespojitosti v x h1 je

d
d
x ( )B x ( )Mk x G Jk d

d
x ( )x ( )m x [ ]B

h
1

( )Dirac x h1  ,                 (59) 

kde
[ ]B

h
1

lim
+x h

1

( )B x lim
-x h

1

( )B x  .                                    (60) 

Velikost nespojitosti (60) se ur í z podmínky silové rovnováhy elementu st ednicové plochy 
tenkost nného nosníku, od íznutého spolu se zatížením ( )p1 s , které p sobí podél st ednice 
profilu p í ného ezu ve sm ru osy x

lim
+x h

1

( )x ,x s dA ( )p1 s ds lim
-x h

1

( )x ,x s dA 0  .                (61) 

Do rovnice (61) nyní dosadíme za normálové nap tí

( )x ,x s
( )My x ( )z s

Jy

( )Mz x ( )y s
Jz

( )B x ( )s
J  ,                          (62) 

vynásobíme hlavní sektoriální sou adnicí a integrujeme po celé ploše p í ného ezu.
Dostáváme tak rovnici 

lim
+x h

1

( )B x B1 lim
-x h

1

( )B x 0  ,                                   (63) 

z níž vypo teme velikost nespojitosti (60) a dosadíme do (59). Tak dostaneme kone ný tvar 
distribu ní derivace pro vnit ní bimoment s jedním bodem skokové nespojitosti 

d
d
x ( )B x ( )Mk x G Jk d

d
x ( )x ( )m x B1 ( )Dirac x h1  ,             (64) 

kde velikost osam lého bimoment je 

B1 d
s1

s2

( )p1 s ( )s s  .                                               (65) 

8. Zobecn ný matematický model vázaného ohybu a kroucení tenkost nného nosníku
    otev eného profilu s distribucemi 
P edpokládejme, že zobecn né vnit ní síly mají následující nespojitosti vlivem vn jšího 
osam lého zatížení nebo uložení mezi konci tenkost nného nosníku: 

i) ( )Ty x  má skokové nespojitosti Fyi v místech x dyi , kde 0 dyi  a i  .. 1 n1 .

ii) ( )Tz x   má skokové nespojitosti Fzi v místech x dzi , kde 0 dzi  a i  .. 1 n2 .

iii) ( )My x má skokové nespojitosti Cyi v místech x eyi , kde 0 eyi  a i  .. 1 n3 .
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iv) ( )Mz x má skokové nespojitosti Czi v místech x ezi , kde 0 ezi  a i  .. 1 n4 .

v) ( )Mk x má skokové nespojitosti Cki v místech x gi , kde 0 gi  a i  .. 1 n5 .

vi) ( )B x  má skokové nespojitosti Bi v místech x hi , kde 0 hi  a i  .. 1 n6 .

Distribu ní derivace (50), (54), (58), (64) m žeme zobecnit pro výše uvedené po ty
nespojitostí, a tak obdržíme hledané zobecn ní SODR vázaného ohybu a kroucení TN pro 
kone ný po et skokových nespojitostí v pr b hu zobecn ných vnit ních sil 

d
d
x ( )Tz x ( )pz x

i 1

n2

Fzi ( )Dirac x dzi  ,                                    (66) 

d
d
x ( )My x ( )Tz x ( )my x

i 1

n3

Cyi ( )Dirac x eyi
 ,                          (67) 

d
d
x ( )y x

( )My x
E Jy

 ,                                                         (68) 

d
d
x ( )wz x a1 ( )Ty x a2 ( )Tz x a3 ( )Mk x a4 ( )x ( )y x  ,               (69) 

d
d
x ( )Ty x ( )py x

i 1

n1

Fyi ( )Dirac x dyi
 ,                                (70) 

d
d
x ( )Mz x ( )Ty x ( )mz x

i 1

n4

Czi ( )Dirac x ezi
 ,                        (71) 

d
d
x ( )z x

( )Mz x
E Jz

 ,                                                       (72) 

d
d
x ( )wy x b1 ( )Ty x a1 ( )Tz x b3 ( )Mk x b4 ( )x ( )z x  ,               (73) 

d
d
x ( )Mk x ( )mk x

i 1

n5

Cki ( )Dirac x gi
 ,                             (74) 

d
d
x ( )B x ( )Mk x G Jk d

d
x ( )x ( )m x

i 1

n6

Bi ( )Dirac x hi  ,        (75) 

d
d
x ( )x ( )B x

E J  ,                                                  (76) 

d
d
x ( )x b3 ( )Ty x a3 ( )Tz x c3 ( )Mk x ( )1 G Jk c3 ( )x  .           (77) 

9. Výpo et obecného ešení zobecn ného modelu vázaného ohybu a kroucení 
tenkost nného nosníku otev eného profilu 
P i výpo tu ešení SODR (66) až (77) použijeme Laplaceovu metodu, v níž se postupuje ve 
t ech krocích: 

i) zobrazení SODR v Laplaceov  transformaci,  
ii) výpo et obraz  neznámých veli in jako ešení soustavy lineárních algebraických 

rovnic,
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iii) výpo et vzor  k obraz m neznámých veli in pomocí inverzní Laplaceovy 
transformace.  

Pro stru n jší zápis ešení zavedeme pomocnou veli inu vztahem 

2
G Jk ( )1 G Jk c3

E J  .                                                (78) 

Zobrazení SODR (66) až (77) v Laplaceov  transformaci vede na soustavu lineárních 
algebraických rovnic 

                 p ( )laplace , ,( )Tz x x p ( )Tz 0 ( )laplace , ,( )pz x x p
i 1

n2

Fzi e
( )p dzi  ,                      (79)

p ( )laplace , ,( )My x x p ( )My 0 ( )laplace , ,( )Tz x x p ( )laplace , ,( )my x x p
i 1

n3

Cyi e
( )p eyi  ,    (80)

                                   p ( )laplace , ,( )y x x p ( )y 0
( )laplace , ,( )My x x p

E Jy
 ,                                (81)

p ( )laplace , ,( )wz x x p ( )wz 0 a1 ( )laplace , ,( )Ty x x p a2 ( )laplace , ,( )Tz x x p

a3 ( )laplace , ,( )Mk x x p a4 ( )laplace , ,( )x x p ( )laplace , ,( )y x x p
 ,                    (82)

                       p ( )laplace , ,( )Ty x x p ( )Ty 0 ( )laplace , ,( )py x x p
i 1

n1

Fyi e
( )p dyi  ,                (83)

p ( )laplace , ,( )Mz x x p ( )Mz 0 ( )laplace , ,( )Ty x x p ( )laplace , ,( )mz x x p
i 1

n4

Czi e
( )p ezi  ,   (84)

                                 p ( )laplace , ,( )z x x p ( )z 0
( )laplace , ,( )Mz x x p

E Jz
 ,                                     (85)

          
p ( )laplace , ,( )wy x x p ( )wy 0 b1 ( )laplace , ,( )Ty x x p a1 ( )laplace , ,( )Tz x x p

b3 ( )laplace , ,( )Mk x x p b4 ( )laplace , ,( )x x p ( )laplace , ,( )z x x p
 ,                 (86)

                   p ( )laplace , ,( )Mk x x p ( )Mk 0 ( )laplace , ,( )mk x x p
i 1

n5

Cki e
( )p gi  ,                   (87)

p ( )laplace , ,( )B x x p ( )B 0 ( )laplace , ,( )Mk x x p G Jk p ( )laplace , ,( )x x p G Jk ( )0

( )laplace , ,( )m x x p
i 1

n6

Bi e
( )p hi  ,      (88)

                                       p ( )laplace , ,( )x x p ( )0 ( )laplace , ,( )B x x p
E J  ,                            (89)

p ( )laplace , ,( )x x p ( )0 b3 ( )laplace , ,( )Ty x x p a3 ( )laplace , ,( )Tz x x p

( )laplace , ,( )Mk x x p 2 J E

G2 Jk
2

( )laplace , ,( )Mk x x p
G Jk

2 J E ( )laplace , ,( )x x p
G Jk

 ,      (90)
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kde
( )laplace , ,( )f x x p obraz veli iny ( )f x  v Laplaceov  transformaci, 

p komplexní prom nná v Laplaceov  obrazu, 
f(0) hodnota veli iny ( )f x  v levém koncovém bod  nosníku (po átek). 

Z d vodu omezeného rozsahu tohoto lánku uvedeme dále pouze obecné ešení pro úhel 
kroucení a deplana ní funkci. Jejich obrazy dostaneme z ešení soustavy (79) až (90) ve tvaru: 

( )laplace , ,( )x x p ( )0
p

b3 ( )Ty 0

p2 2

a3 ( )Tz 0

p2 2
1

p2 Jk G

2 E J

Jk
2 ( )p2 2 G2

( )Mk 0

E J 2 ( )0

( )p2 2 G Jk

2 ( )B 0
( )p2 2 G Jk p i 1

n
2 a3 Fzi e

( )p dzi

p2 2
i 1

n
1 b3 Fyi e

( )p dyi

p2 2

i 1

n
5 p2 2

( )p2 2 p2 Jk G

2 E J

Jk
2 ( )p2 2 G2

Cki e
( )p gi

i 1

n
6 Bi

2 e
( )p hi

p ( )p2 2 G Jk

a3 ( )laplace , ,( )pz x x p

p2 2

b3 ( )laplace , ,( )py x x p

p2 2

2 ( )laplace , ,( )m x x p

( )p2 2 G Jk p

p2 2

( )p2 2 p2 Jk G

2 E J

Jk
2 ( )p2 2 G2

( )laplace , ,( )mk x x p

                                    ,           (91)

( )laplace , ,( )x x p
p ( )0

p2 2

G Jk b3 ( )Ty 0

E J ( )p2 2 p

G Jk a3 ( )Tz 0

E J ( )p2 2 p

2 ( )Mk 0

G Jk ( )p2 2 p

( )B 0
E J ( )p2 2

i 1

n2 G Jk a3 Fzi e
( )p dzi

E J ( )p2 2 p i 1

n1 G Jk b3 Fyi e
( )p dyi

E J ( )p2 2 p

i 1

n5 2 Cki e
( )p gi

G Jk ( )p2 2 p i 1

n6 Bi e
( )p hi

E J ( )p2 2

2 ( )laplace , ,( )mk x x p

G Jk ( )p2 2 p

G Jk a3 ( )laplace , ,( )pz x x p

E J ( )p2 2 p

G Jk b3 ( )laplace , ,( )py x x p

E J ( )p2 2 p

( )laplace , ,( )m x x p

E J ( )p2 2

     .        (92)

Rovnice (91) až (92) musely být vzhledem ke své zna né délce zapsány na n kolika 
ádcích, p i emž symbol po etní operace na po átku pokra ujícího ádku není obsažen na 

konci ádku p edchozího. D vodem je to, že uvedené rovnice byly sestaveny v po íta ovém 
programu jakožto výkonné p íkazy. Opakování symbol  základních po etních operací by v 
po íta ovém p íkazu zp sobilo chybu. 

Inverzní transformací pravých stran (91), (92) dostaneme pro úhel kroucení ( )x a
deplana ní funkci ( )x
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( )x ( )0
b3 ( )sinh x ( )Ty 0 a3 ( )sinh x ( )Tz 0 x

Jk G
E J ( )sinh x

Jk
2 G2

( )Mk 0

( )1 ( )cosh x ( )B 0
Jk G

E J ( )sinh x ( )0
Jk G

i 1

n1 ( )Heaviside x dyi ( )sinh ( )x dyi b3 Fyi

i 1

n2 a3 ( )Heaviside x dzi ( )sinh ( )x dzi Fzi

i 1

n5 x gi

Jk G
( )sinh ( )x gi J E

Jk
2 G2

( )Heaviside x gi Cki

i 1

n6 2 ( )Heaviside x hi sinh
( )x hi

2

2

Bi

Jk G
a3 d

0

x

( )pz ( )sinh ( )x

b3 d
0

x

( )py ( )sinh ( )x 1
G Jk

d
0

x

( )m ( )( )cosh ( )x 1

d

0

x

( )mk

E J ( )sinh ( )x

Jk
2 G2

x
Jk G

                                                                 ,   (93)

( )x ( )0 ( )cosh x
G Jk b3 ( )1 ( )cosh x ( )Ty 0

E J 2

G Jk ( )1 ( )cosh x a3 ( )Tz 0

E J 2

( )1 ( )cosh x ( )Mk 0
G Jk

( )B 0 ( )sinh x
E J

i 1

n
1 2 Jk G b3 ( )Heaviside x dyi sinh

( )x dyi

2

2

Fyi

E J 2

i 1

n
2 2 Jk G sinh

( )x dzi

2

2

( )Heaviside x dzi a3 Fzi

E J 2

i 1

n
5 2 ( )Heaviside x gi sinh

( )x gi

2

2

Cki

G Jk

i 1

n
6 Bi ( )Heaviside x hi ( )sinh ( )x hi

E J
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G b3 Jk d
0

x

( )py ( )( )cosh ( )x 1

E J 2

G Jk a3 d
0

x

( )pz ( )( )cosh ( )x 1

E J 2

1
G Jk

d
0

x

( )mk ( )( )cosh ( )x 1 1
E J d

0

x

( )m ( )sinh ( )x

       . (94) 

10. Záv ry
P ísp vek tohoto lánku je v tom, že byl odvozen SODR (66) až (77) modelu vázaného ohybu 
a kroucení tenkost nného nosníku otev eného profilu, který platí pro nespojité pr b hy
posouvající síly, ohybového momentu, krouticího momentu  a bimomentu. Nespojitosti t chto 
veli in jsou vyvolány p sobením idealizovaných osam lých zatížení nebo idealizovaných 
osam lých vazbových reakcí mezi konci nosníku a v rovnicích (66), (67), (70), (71), (74), 
(75) jsou vyjád eny pomocí Diracovy distribuce. 

Nespojitosti v pr b hu m rných zatížení nem ní platnost klasických derivací zobecn ných
vnit ních sil (22), (23), (26), (27), (30), (31), a proto tyto rovnice platí i pro nespojitá m rná
zatížení, která se vyjád í pomocí Heavisideovy skokové funkce. 

Obecné ešení SODR (66) až (77) bylo vypo teno Laplaceovou metodou pomocí 
symbolického programování v systému Maple. Z d vodu omezení rozsahu tohoto lánku je 
zde uvedeno ešení pouze  pro úhel kroucení (93) a deplana ní funkci (94). Integra ní
konstanty jsou ve tvaru po áte ních parametr  jakožto p ímý d sledek aplikace Laplaceovy 
transformace. 

11. Pod kování
Autor tohoto lánku d kuje svému Ph.D. školiteli, prof. Ing. M. Hý ovi, DrSc. z TU Liberec, 
za jeho cenné p ipomínky. 
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