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ON APPLICATION OF GENERALIZED FUNCTIONS TO
CALCULATIONS OF THIN-WALLED BEAMS

J. Sobotka*

Summary: This article presents Ph.D. thesis dealing with applications of
generalized functions (distributions) to analytical calculations of thin-walled
beams with discontinuities in loading, supports, mid-line contour geometry and
due to internal hinges or couplings. Three mathematical models of thin-walled
beams have been generalized here using the distributional derivative in order to
hold true also at points of discontinuity of unknown quantities. The first model is
Jor thin-walled prismatic beam bending that covers the effect of shear lag based
on the first approximation of mid-surface shear strain. The second one is for
restrained torsion of open cross-section thin-walled prismatic bars. The third one
is for coupled bending and torsion of open cross-section thin-walled prismatic
beams that covers the effect of restrained warping using plane approximation of
bending warping and sectorial approximation of mid-line contour warping.

1. Uvod
Pii vypoctech pietvoieni a napjatosti strojnich konstrukei a jejich &asti i inZenyrskych staveb
se Casto setkdvdme s nespojitostmi v zatiZeni nebo geometrii. Jako zakladni 1ze uvést tyto
piipady nespojitosti:

1. RozloZeni vnéjsich G¢inkili na vySetfované oblasti:
a. mérna zatizeni po ¢astech spojita nebo s nespojitou derivaci,
b. osaméla bfemena nebo silové dvojice podél stiednice,
c. soustiedéné liniové zatiZzeni podél predepsané kiivky,
2. Casovy priib&h vn&jSich ucinkl (napf. impulsni bfemena).
3. Proménnost geometrickych rozméri resp. tuhosti konstrukce:
a. stupfiovit¢ proménny rozmér (tloustka stény nosniku, tloustka desky nebo
skofepiny),
b. nespojitost tuhosti vlivem Zeber, vloZenych kloubt apod.
4. Zpusob uloZeni konstrukce (bodové, resp. po &astech spojité podepient).
5. Konfigurace konstrukce (nespojitost k¥ivosti osy nebo stfednicové plochy).

Klasicky postup vypoctu jednodimenzionélnich konstrukénich prvki s uvedenymi

nespojitostmi spo¢iva v rozdéleni integradniho intervalu na useky bez nespojitosti, v nalezeni
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spojitého feSeni s nezndmymi integraénimi konstantami v kazdém tseku a v ur&eni t&chto
konstant z okrajovych podminek a podminek spojitosti slozek pietvoteni mezi tiseky.
Pracnost tohoto postupu roste umérné s poétem t&chto tsekd a fadem fesené diferencialni
ulohy.

Nekteré dusledky pouziti klasické analyzy pfi formulaci matematickych modelt ve formé
diferencialni ulohy jsou kupf. u ohybu nosniku tyto:

1) 'V bodech nespojitosti posouvajici sily a vnitiniho ohybového momentu neplati
Schwedlerovy véty,

2) Osaméla biemena, osamélé silové dvojice a soustiedéné vazbové reakce umisténé
mezi konci nosniku nejsou v modelu matematicky vyjadieny,

3) Matematické modely obsahuji v zapisu zatiZeni pouze zatizeni mérna,

4) VloZené kinematické dvojice mezi konci nosniku nejsou v modelu matematicky
zapsany.

Prvni pokus, jak u nosniku matematicky zapsat jedingm vyrazem vniténi ohybovy moment
obvykle zapisovany po ¢astech, byl predloZen v (Clebsch, 1862). Stejnou problematikou se
zabyval Macaulay (1919), ktery publikoval metodu, s niZ se nyni mtizeme setkat pod ndzvy
»Macaulay’s bracket®, ,,the singularity function method* nebo »Macaulay’s method“.
Vyhodou této metody je, Ze redukuje mnozinu oby&ejnych diferencialnich rovnic druhého
stupné, vazanych podminkami spojitosti a hladkosti prihybové &ary, na jedinou oby&ejnou
diferencidlni rovnici druhého stupng. Tato metoda znamenala v zasadé prvni smé&fovani
k soucasnym zobecnénym funkcim, pfi¢emz vyznam nespojitého chovani byl ukryt do
zavorkové symboliky, kterd je typicky ve tvaru [x-a]"; pokud je argument uvnitt zavorky
zaporny, Clen je ignorovan, zatimco je-li kladny, ponechava si b&Zny vyznam (Stephen,
2007). Takovéto Cleny se piirozené objevuji pti vyjadieni vnitiniho ohybového momentu
podél nosniku, pfi¢emz pii konstantnim mé&rném piiéném zatiZeni je n=2, pro osamé&lé
bfemeno je n=1 a pro osamélou silovou dvojici je n=0. Navic, osamélé zatiZeni je umist&no
(nebo zacina v piipadé mérného zatiZeni) v mist& x=a. Vypodet prithybu prizmatického
nosniku pfi malém nato€eni pfi¢ného fezu se provede dvoji integraci ¢lenti uvedeného typu, a
to vzhledem k argumentu celé zévorky, nikoliv vzhledem k proménné x, aby vyznam zavorky
zustal nedotcen.

Metoda, kterou Macaulay publikoval, je $iroce pfiitina jemu, aviak Weissenburger
(1964) ukazuje, Ze tento piistup pochazi od Clebsche (1862). Tato metoda byla pozd&ji
zobecnéna. Mahing (1964) tuto metodu pouZil k vypo&tu obdélnikovych desek s prot&jsimi
stranami jednoduse podepfenymi a s osamé&lym zatizenim. Wittrick (1965) pomoci ni
analyzoval kruhové desky s osové symetrickym zatiZenim. Brungraber (1965) pouzil tuto
metodu v piipadé, kdy mél nosnik podpory situované mezi konci. Conway (1980) a Selek &
Conway (1983) zobecnili tuto metodu na dvojrozmérné tlohy popsané parcialnimi
diferencidlnimi rovnicemi. Arbabi (1991) rozsifil tuto metodu pro nosniky s vloZenym
kloubem a se skokovymi nespojitostmi v ohybové tuhosti. Falkon (2002) rozsifil tuto metodu
pro piipad, Ze zatiZeni vyvolava nespojitosti v prihybu a natogeni ptié¢ného fezu nosniku.
Ecsedi & Dluhi (2004) pouzili tuto metodu, oznagenou jako ,,Clebsch-Macaulay*, k odvozeni
frekvencni rovnice pro ohybové kmity nosniku se soustiedénymi parametry, pii¢emz pouzité
oznadeni a definice nespojitych funkci byly pievzaty z udebnice (Gere & Timoshenko, 1985).
TimoSenktiv nosnik byl analyzovéan pomoci této metody v (Stehen, 2007).



Jesté pied zaloZenim teorie distribuci byla zavedena v kvantové mechanice impulsni
funkce (Dirac, 1930), ktera je nyni zndma také pod nazvem Diracova delta funkce. Pocatky
jejiho vzniku lze nalézt jiz v 19. stoleti, v pracich Hermita, Cauchyho, Poissona, Kirchhoffa,
Helmhotze, Lorda Kelvina a Heavisidea (Van der Pol & Bremmer, 1955). Vlastnosti tohoto
matematického objektu jsou v8ak v rozporu s pojmem funkce, coz Dirac sam zdiiraznil i tim,
Ze pro né&j zavedl specidlni termin ,,improper function®. Stépanek (2001) kupt. uvadi jako
oznaceni tohoto objektu ,,$vindlfunkce* §(x-a), kterd je rovna nule viude kromé bodu x=a,

v némZ (populdrné feceno) m4 ,,nekonecnou hodnotu®. Tato tzv. delta-funkce nemtize byt
klasickou funkei, nebot’ integral z funkce skoro viude rovné nule, je roven nule, zatimco pro
ni ma byt roven 1. Po matematické strance tento pojem zésadng zpiesnil az S. L. Sobolev
(Stépéanek, 2001), ktery v roce 1936 jako prvni interpretoval §-funkci jako linearni spojity
funkcional ptifazujici kazdé spojité funkei jeji hodnotu v bodé x=a. Pozdgji byl misto terminu
improper function* zaveden termin ,,generalized function (Temple, 1953). V teorii
distribuci (Schwartz, 1966; Schwartz, 1972; Stépe’mek, 2001; Kanwal 2004) je termin
zobecnéna funkce synonymem pro pojem distribuce. Tak se nazyvé spojity linearni
funkcional definovany na prostoru testovacich funkei, které jsou finitni a maji derivace viech
tadt (Stépanek, 2001).

Clanek (Hyca, 1972) ukazuje pouziti distribuci k vyjadieni nespojitého mé&rného zatiZen,
osamé€lého bremene a silové dvojice pti vypo&tu ohybu nosniku se zahrnutim vlivu
posouvajici sily na pietvofeni. V ¢lanku (Yavari et al., 2000) byly zkoumény pomoci
distribuci dva typy nosnikii s nespojitostmi v zatizeni a geometrii. Prvni typ byl Eulertiv-
Bernoullitiv nosnik rozd€leny na dva segmenty odlisné ohybové tuhosti, které byly propojeny
vloZenym kloubem a posuvnou kinematickou dvojici. Tento nosnik byl uloZen na koncich.
Druhy typ byl TimoSenkiiv nosnik, ktery mél stejné uspoiadani. Pii odvozeni diferencialnich
rovnic pro vypocet jejich pfetvoteni vysli autofi z obecného vyjadieni prihybu pomoci
Heavisideovy nespojité funkce, ktery postupné derivovali a vyjadtovali velikosti nespojitosti
nasobené Diracovou distribuci nebo jejimi derivacemi. ZatiZeni, jako osamé&lé bfemeno a
silovou dvojici, zahrnuli do tzv. ekvivalentniho mérného pii¢ného zatiZeni. Kombinované
zatiZeni v podélném a pii¢ném sméru u Eulerova-Bernoulliho nosniku s nespojitostmi
v geometrii bylo uvazovano pfi jeho vypo&tu pomoci distribuci v (Yavari & Sarkani, 2001).
Pouriti distribuci k vyjadieni nespojitého mé&rného zatiZeni, osamé&lého biemene a silové
dvojice mizeme nalézt v Elanku (Hyca, 2005), ktery se zabyva analyzou nosniku
s kombinovanym zatiZzenim v podélném a pf{€ném sméru se zahrnutim vlivu podate¢ni
imperfekee tvaru stiednice. V &lancich (Yavari et al., 2001) a (Toma, 2008) nalezneme
aplikace distribuci k vypoétu nosniku na pruzném podkladu. Biondi & Caddemi (2007)
pouzili distribuce ke studiu nosnikii se singularitami v ohybové tuhosti.

Wang & Qiao (2007) analyzovali pomoci distribuci kmitani Eulerova-Bernoulliho
nosniku s vloZenymi kinematickymi dvojicemi a s osam&lym harmonickym zatiZenim.
Caddemi & Calio (2009) publikovali feSeni v uzavieném tvaru pro modalni tvary kmitani
Eulerova-Bernoulliho nosniku, ktery obsahoval lokélni oteviené trhliny. Ty byly modelovany
jako posloupnost Diracovych distribuci v ohybové tuhosti. V této studii trhliny nebyly
podrobeny efektu uzavirani. Neline4rni dynamické chovani nosnikd s lokalnimi uzavirajicimi
se trhlinami bylo analyzovéno v (Caddemi et al., 2009), pfi¢emz trhliny byly modelovany
pomoci Diracovy distribuce, cozZ umoZnilo vyjadtit modalni tvary nosniku v uzavieném tvaru.



2. Cile disertac¢ni prace
Pomoci zobecnénych funkei:

1) Odvodit obecné feseni neklasického matematického modelu ohybu a smyku
prizmatického tenkosténného nosniku s ohybové deplanabilnim prifezem pii prvni
aproximaci smykovych deformaci stfednicové plochy (nehomogenni diferencialni
okrajovd uloha 6. fadu s obecnym pii¢nym zatiZenim s libovolnymi nespojitostmi (Hy¢a,
1975; Hyca, 1986)).

2) Odvodit obecné feseni klasického matematického modelu stisn&ného krutu prizmatického
tenkosténného nosniku s torzné€ deplanabilnim otevienym priifezem pii vysecové
aproximaci stfednicové deplanace (nehomogenni diferencialni okrajové tloha 4. fadu
s obecnym krouticim a bimomentovym zatiZenim s libovolnymi nespojitostmi (Vlasov,
1962)).

3) Odvodit obecné feSeni neklasického matematického modelu vdzaného ohybu, smyku a
krouceni prizmatického tenkosténného nosniku s ohybové i torzné deplanabilnim
otevienym prifezem pii rovinné aproximaci ohybové deplanace a vysedové aproximaci
stiednicové deplanace (nehomogenni diferencialni okrajova tiloha 12. ¥adu s obecnym
pii¢nym, ohybové-momentovym, krouticim a bimomentovym zatiZenim s libovolnymi
nespojitostmi (Hyca, 1994; Hy¢a, 2005)).

4) Vypotist pro tenkosténny nosnik skiifiového profilu dle modelu stisnéného ohybu s prvni
aproximaci smykovych deformaci sttednicové plochy priibéh bezrozmérného axialniho
membranového napéti podél stiednice v misté bfemene a podél nosniku na rozhrani
pasnice a stojiny, kde se vyskytuje $picka napéti (nosnik kloubové podepien a zatizen
osamélym biemenem).

3. Pouzita oznaceni

Oznaceni Nazev velic¢iny Fyznka} m
rozmeér
Ty(x), T-(x) Slozky posouvajici sily N
M, (x), M.(x) Slozky ohybového momentu Nm
Mi(x) Kroutici moment Nm
B(x) Bimoment (Vlasov, 1962) Nm”
My(x) Deplana¢ni moment (Hyc¢a, 1986) Nm
v(x), w(x) Slozky posunuti v pfi¢ném sméru m
0y(x), 0-(x) Slozky natoceni pii¢ného prufezu nosniku rad
o(x) Uhel krouceni rad
O(x) Relativni thel zkrouceni (zkrut) rad/m
Po(X) Deplanacni funkce m’
(x) Hlavni vyse€ova (sektorialni) plocha (Vlasov, 1962) m’
Py(x) Deplanacni funkce (Hy¢a 1975; Hy¢a, 1986) 1
q(x), q-(x) Slozky mérného pfic¢ného zatizeni N/m
my(x), m-(x) Slozky mérného ohybového zatiZeni Nm/m
my(x) Me¢érné kroutici zatizeni Nm/m
Me(X) Meérné bimomentové zatiZeni Nm®/m
F,, F, Slozky osamé&lého i-tého bfemene N
Cyi Ca Slozky osamélé i-té silové dvojice Nm




Cri Kroutici slozka osamélé i-té silové dvojice Nm
B, Osamélé i-té bimomentové zatizeni Nm?
R, R Slozky i-té vazbové reakce N
K; i-ty vazbovy moment Nm
Velikost skokové nespojitosti v natoeni prifezu v misté
; . g "y : rad
i-tého vloZeného kloubu (spojky)
Velikost skokové nespojitosti v deplana¢ni funkci v mist&
P s 4 v 1
i-tého vloZeného kloubu
Velikost skokové nespojitosti ve zkrutu v misté i-té
O, . rad/m
vloZené spojky
/ Délka nosniku m
Vzdalenost i-t€ slozky osamélého biemene od levého
any a;'i r v r . m
konce nosniku z otevieného intervalu (0,/)
b b Vzdalenost i-té slozky vazbové reakce od levého konce
yiy zi r v 7 . m
nosniku z otevieného intervalu (0,/)
do dod Vzdalenost i-té slozky osamélé silové dvojice od levého
yl'! Zh kl r v r . m
konce nosniku z otevieného intervalu (0,/)
Vzdalenost i-tého vazbového momentu od levého konce
€i \ v 1 m
nosniku z otevieného intervalu (0,/)
Vzdélenost i-tého osamélého bimomentového zatiZeni od
8i ; ; v ol m
levého konce nosniku z otevieného intervalu (0,/)
% Vzdélenost i-tého vlozeného kloubu od levého konce
i . Yoo irgs s m
nosniku z otevieného intervalu (0,/)
., Vzdalenost i-té vlozené spojky od levého konce nosniku -
' z otevieného intervalu (0,/)
. Celkovy pocet slozek osamélych biemen mezi konci
np, resp. ny ; v ; £1.7 1
nosniku ve sméru hlavni centralni osy z, resp. y
Celkovy pocet slozek vazbovych reakci mezi konci
ny, resp. njp , . , o 1
nosniku ve sméru hlavni centralni osy z, resp. y
) Celkovy pocet slozek osamélych silovych dvojic mezi
nsz, resp. njj " , P , ¥ ’ f1r 1
konci nosniku orientovanych ve sméru hlavni centralni osy
Y, resp. z
ny Celkovy pocet vlozenych kloubii (mezi konci nosniku)
n Celkovy pocet slozek osamélych silovych dvojic mezi
> konci nosniku orientovanych ve sméru podélné osy x
ng Celkovy pocet vazbovych momentl mezi konci nosniku 1
" Celkovy pocet osamélych bimomentovych zatizeni mezi 1
/ konci nosniku
ng Celkovy pocet vlozenych spojek (mezi konci nosniku) 1
E Youngiiv modul pruznosti (v tahu - tlaku) Pa
G Modul pruznosti ve smyku Pa
7 Poissonovo ¢islo 1
A Plocha prifezu m”
J. J Kvadratické momenty plochy prifezu k hlavnim m
» centralnim osdm
Jk Moment tuhosti prifezu ve volném krouceni m*
J VyseCovy moment setrvacnosti (moment tuhosti priifezu si5
(0]




viici deplanaci)

By

Smykovy koeficient prifezu (Hy¢a, 1986)

Xy

Deplanac¢ni koeficient prifezu (Hyca, 1986)

Dirac(x-ay;)

Diracova distribuce posunutd do bodu x = a,;

Heaviside(x-a.;)

Heavisideova nespojita funkce jednotkového skoku
posunutd do bodu x = a.;

& mérnd souiadnice v podélném sméru = x//

¢ mérnd kiivocara soufadnice podél stiednice piiéného
prifezu = s//,

& bezrozmérmé normalné napéti v bodech stfednicové plochy
A b vypoctené dle modelu stisnéného ohybu (1. aproximace)

s kiivoCara soutadnice podél stfednice pii¢ného prifezu
s po¢atkem na ose symetrie leZici v rovin€ ohybu nosniku

' délka stfednice pti¢ného prifezu

4. Vysledky — vybrané soustavy diferencialnich rovnic a jejich feSeni

Zobecnény model stisnéného ohybu tenkosténného nosniku s nespojitostmi

nl ﬂz
dii T(x)=-q(x)- [Z F_ Dirac(x — a:,,)] - [Z R_ Dirac(x — bﬂ.)] ;
i=1 i=1

d 713 '
o My(x) =T (x)+ [Z Cyi Dirac(x — dyi)] >

i=1

d
ZM(x)=GAB p(x)

M(x)+B M "4
di p(x)= L+F, };(x) + [Z P Dirac(x — k_)] ,
Y B y-B) s ’
¥ 64 4
M M "
iq) (x)= By d(x)+2Xy y(x) _,_[ (D,Dirac(x—k,)] ,
dx 'y EJy(By _Xy) b i i

d
2 V(x)=¢,(x)

(1

)

)

(4)

©)

(6)




Vybrand ¢dst z obecného reSent systému diferencidglnich rovnic (1) az (6) zobecnéného
modelu stisnéného ohybu tenkosténného nosniku s nespojitostmi

inh( Q
M (x)=M[0) cosh(Q x)+ (—x + %llx)] By T(0)
A py(O) sinh(€2, x)

Ql

+(=1+cosh(Q, x)) B, M(0) +

n4
A [Z P, Heaviside(x — k) sinh(Q, (—x + ki))]

i=1

Ql

! sinh(Q, (=x+a_))
X—a_+ - F. By Heaviside(x — a.)

—

Ql

; Q (-x+d )\T
+ Z 2] -1 +|icosh(#]:l C B Heaviside(x —d ))
— yi T yi
smh(Q (=x+b_))
(—x+b —

I

"
+ 2

=1

Ql

J R By Heaviside(x — b:i)]

-~

B jq(&)@)x £Q, +sinh(Q, (~x +£))) d

0

+
Ql

’ (7)
kde pomocné konstanty jsou
2 A
A:GAB), , Q= 2 . ®)
EJ (1,-B,)

Zobecnény model stisnéného krouceni tenkosténného prutu otevieného profilu
s nespojitostmi

"s "6
%C M(x)=-m(x) - {,Zl C,, Dirac(x — dki)] + [IZ:I K. Dirac(x - ei)] , ©)
"
a% B(x)=M(x)-GJ 0(x)- [Zl B Dirac(x—g) | (10)
_B(x) i .
6 ® D —, . (1)
(x)= EJ [Z:l , Dirac(x s,)]

718
;¢(x)=9(x)+[z 0} Dirac(x—s.)] : (12)
X izl 1 1



Vybrand ¢dst z obecného reSent systému diferencidlnich rovnic (9) az (12) zobecnéného
modelu stisnéného krouceni tenkosténného prutu
sinh(€2, x) M,(0)

(%

B(x)=B(0) cosh(Q, x) + ~EQ,J, sinh(Q, x) 6(0)

g
+EQ,J | D sinh(Q, (=x+s,)) © Heaviside(x - s,,)]

i=1

& 0,

’s C, sinh((~x+d,) Q,) Heaviside(x - d, ) ]

s K sinh((~x +e,) Q) Heaviside(x — ¢ ) ]

+ > 5

i=1 2

- Z B, Heaviside(x — g;) cosh(Q, (—x+ gi))]

i=1

1 ( .
o mk@)smh(ﬂz(x—a))d&]
0
, (13)
kde pomocna konstanta je
, GJ,
Q, = 7 (14)

Zobecnény model vizaného ohybu a krouceni tenkosténného nosniku oteviceného profilu s
nespojitostmi

nl 712
d% T(x)=-q(x)- [Z F_ Dirac(x - aﬂ,)] - [Z R_ Dirac(x — b:i)J (15)
i=1 i=1
d I13
M (x) =T (x)~m(x) - Zl C, Dirac(x - d ) (16)
oF M (x)
FHO="F7 a7

d%,c w(x) =K, Ty(x) +x, T(x)+x, M,(x)+x, o, (x)+ (I)y(x) (18)



i=1

"9 10
dijc T (x)=-q(x)~ [Z F,, Dirac(x - ayi)] [z R Dirac(x — b )] (19)

11
%Mz(x) =T (x) = m(x)- [Z C._ Dirac(x - d:i)] (20)
i=1
M(x)
dx¢( X)=—% 21)
d
2 V) =0 T(x)+x T(x)+n, M(x)+m, ¢, (x)+¢(x) (22)
d }15 6
5 M(x) =-m,(x) - ;CkiDirac(x—dki) + Z  Dirac(x - e,) (23)
L =M(x)-GJ a —m (x)- %BD' - (24)
7 B(¥) = M(x) e g 000) | = m (%) 25 irac(x — g,)
d B
A XORES @25)
dii O(x) =n, T (x) +1, T(x) + A, M(x)+ (1= GJ, L) ¢_(x) (26)

Vybrand édst z obecného reseni systému diferencidlnich rovnic (15) a% (26) zobecnéného
modelu vazaného ohybu a krouceni tenkosténného nosniku

Q,EJ, ¢,0)sinh(Q,x) (1-cosh(Qx))B(0) 'r]3Ty(0)sinh(Q3x)
d(x)=¢(0) + GJk * GJk + Q

3
K, 7(0) sinh(Q, x) X EJ Q, sinh(Q, x)
+ (0)

+ —
3 JkG GZJ2
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K, [2 Heaviside(x — b_,) sinh(Q, (—x +b_)) Rﬂ.]

i=1
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Z 2 {smh[ ASan )H B, Heaviside(x — g,)

i=l

GJ,



"9

N, z Heaviside(x — ay‘_) Fyi sinh(Q, (—x + ayi))

i=1

QS

nlo
M, | . sinh(Q, (=x + b,)) Heaviside(x -5 )R,

i=1

Q,

"6 EJ Q,sinh(Q, (—x+e,))

Z x—e + K Heaviside(x — ¢e.)
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GJ,
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" GJ
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: 27)

kde pomocna konstanta je
, GJ(1-2,GJ)

Q= T . (28)

Cv'l'seln}" vypocet tenkosténného nosniku dle zobecnéného modelu stisnéného ohybu

Jako ukazka praktické aplikace zobecnénych funkci byly vypocteny pribshy bezrozmérmého
normalného napéti (29), obr. 1, (30), obr. 2 u tenkost&nného nosniku skiitiového profilu, ktery
byl na koncich kloubov& podepien a zatiZen osamélym biemenem ve vzdalenosti //4 od
konce. Bezrozmérnosti normalného napéti bylo dosaZeno jeho nasobenim velikosti plochy
pri¢ného prifezu (4) a délenim velikosti osam&lého pri¢ného zatizeni (F;;). Zadani pro
vypocet bylo pfevzato z (Hyc¢a, 1975). Vyska stojin skiitiového profilu byla /3, $itka pasnic
rovna vySce stojin. Tloustka stojin byla //200 a tloustka péasnic I/100. Materidlové konstanty:
E=2,1.10MPa, u =0,3.



S, w50, b5 G) ‘g -4
(191.30 £ —20.768 — 323.32 > + 851.14 ¢*) Heaviside(& — 0.12662)
+(100.45 + 953.39 ¢* - 851.14 &* - 506.34 ) Heaviside(§ — 0.37338)

+(1600.0 &% - 1153.0 & + 303.64 — 851.14 ¢*) Heaviside(§, — 0.62662 )
+(—2230.1 &* + 851.14 £ +2098.1 £ — 698.35) Heaviside( £ — 0.87338)
- 0.46035 — 315.03 ¢

(29)

----------- dle Bernoulli-Navierovy hypotézy
e dle MSO (1. aproximace{

Obr. 1 Bezrozmérné normalné napéti (29) podél stiednice v priifezu, kde piisobi osamélé
pricné zatiZeni

O 1o 5 (& G| 115 = (~13.4675 & + 3.36687 — 0.153455 10 sinh(60.6978 &)
B 5= 308
—0.101304 10™"* sinh(60.6978 & — 60.6978 )) Heaviside(£ — 0.250000) + 10.1006 &

+0.153455 10 sinh(60.6978 &)
(30)

0 02 0.4 06 08 1
Xi

e dle MSO (1. aproximace)
--------- dle Bernoulli-Navierovy hypotézy

Obr. 2 Bezrozmérné normalné napéti (30) podél nosniku v bodé stiednice, kde je rozhrant
mezi stojinou a pasnici skriniového profilu



S. Zavéry a souhrn

Prace se zabyva aplikacemi zobecnénych funkei k analytickému vypoctu tenkosténnych
nosnikd s nespojitostmi v zatiZeni, uloZeni, geometrii pii&ného prifezu a vlivem vlozenych
kinematickych dvojic (klouby, spojky).

Prace vychazi ze tif matematickych modelt tenkosténného nosniku. Prvni z nich je
neklasicky model ohybu a smyku nosniku s ohybové deplanabilnim priifezem pii prvni
aproximaci smykovych deformaci stiednicové plochy (Hy¢a, 1975). Druhy z nich je klasicky
model stisnéného krouceni nosniku s torzn€ deplanabilnim prifezem pfi vysetové aproximaci
stfednicové deplanace (Vlasov, 1962). Tteti z nich je neklasicky model vézaného ohybu a
krouceni tenkosténného nosniku s ohybové i torzn& deplanabilnim prifezem pii rovinné
aproximaci ohybové deplanace a vyse€ové aproximaci stiednicové deplanace (Hyca, 2005).

Nespojitosti v zatiZeni nosnikd, které byly v praci uvazovéany, zahrnovaly nespojita
merna zatiZeni, osamélé pti¢né zatiZzeni, osamélé silové dvojice a osamé&lé bimomentové
zatiZeni. Nespojitosti v uloZeni nosnikii vyvolavaly osamélé podpory mezi jeho konci.
Uvazované nespojitosti v geometrii pfi¢ného prifezu nosniku zahrnovaly skokovou zménu
tloustky st€ny a skokové zm&ny v hladkosti stiednice piiéného prifezu. V modelu stisnéného
ohybu nosniku se piedpokladalo, Ze jednotlivé segmenty prizmatického nosniku mohou byt
spojeny vloZenymi klouby, pfi¢emz ¢ela t&chto segmentii mohou volng deplanovat. V modelu
stisnéného krouceni nosniku se pfedpokladalo, Ze sousedni segmenty prizmatického
tenkosténného prutu mohou byt propojeny spojkou a jejich &ela mohou volng deplanovat.

Zobecnény matematicky model stisn&ného ohybu tenkosténného nosniku byl odvozen
ve tvaru systému Sesti obyC€ejnych diferencidlnich rovnic prvniho ¥adu (1) aZ (6).
V distribu¢ni derivaci slozky posouvajici sily (1) vystupuji jednotlivd osam&l biemena a
osamélé vazbové reakce v soucinu s Diracovou distribuci, ktera je posunuta do mista
pisobeni osamélého zatiZeni nebo vazbové reakce situované mezi konci nosniku. Vysledna
rovnice (1) tak predstavuje zobecnény tvar Schwedlerovy véty pro slozku posouvajici sily.
Meérné pii¢né zatiZeni bylo ponechano v obecném tvaru kviili prehlednosti dal§iho vypoctu.
Osamélé silové dvojice jsou zahrnuty v distribu¢ni derivaci vnitiniho ohybového momentu
(2) tak, ze velikosti téchto silovych dvojic jsou ndsobeny Diracovou distribuci posunutou do
mista piislusné silové dvojice. Rovnice (2) tak predstavuje zobecnény tvar Schwedlerovy vty
vyjadiujici vztah mezi ohybovym momentem a posouvajici silou. Nespojitosti, které
vyvoléavaji vlozené klouby mezi konci nosniku, jsou zahrnuty do distribuénich derivaci pro
nato¢eni pfi¢ného prifezu (5) a deplana¢ni funkei (4). Cela segmentii nosniku v mistech
vloZenych kloubii jsou konstrukéng provedena tak, e mohou volng deplanovat. Deplanaéni
moment bude v misté takového vloZzeného kloubu nulovy vzhledem k nulové hodnoté
axialniho napéti na Celech napojenych segmentt vzhledem k jeho definici (Hy¢a, 1986). V
takovémto vloZeném kloubu se pak mize vyskytnout nespojitost nejenom v natodeni piicného
prifezu, ale také v deplanaci, tedy v deplana¢ni funkci (Hy&a, 1975; Hy¢a, 1986). Pro urdeni
velikosti mozné nespojitosti v deplanaci poslouzi jako deformaéni podminka vySe uvedena
skute¢nost, totiZ nulova hodnota deplanaéniho momentu v mist& uvaZovaného konstrukéniho
provedeni vlozeného kloubu. Obecné feseni systému (1) aZ (6) pro deplana&ni moment je
uvedeno v (7). Integraéni konstanty jsou ve tvaru po&atednich parametrii a uréi se na zakladé
okrajovych podminek. Nezndmé hodnoty vazbovych reakei vystupujici v (7), resp. (1), se ur¢i
pomoci deformacnich podminek piislusnych podpor, které jsou umistény mezi konci nosniku.
Pokud se vazbova reakce vyskytuje na samotném konci nosniku, vypodte se na zékladé
piislusné okrajové podminky.



Zobecnény matematicky model stisnéného krouceni tenkosténného nosniku
otevieného prifezu byl odvozen ve tvaru systému &tyt oby&ejnych diferenciélnich rovnic
prvniho fadu (9) az (12). Distribu¢ni derivace vnitiniho krouticiho momentu (9) obsahuje
kromé mérného zatizeni také zatiZeni osamélymi silovymi dvojicemi, jejichz velikosti jsou
nasobeny Diracovou distribuci posunutou do mista ptisobeni téchto osam&lych zatiZeni, a déle
vazbové momenty v podporach mezi konci nosniku. Velikosti t&chto neznamych vazbovych
momenti uréime pomoci deformac¢nich podminek jednotlivych vazeb omezujicich kroucent.
Distribucni derivace bimomentu (10) obsahuje osamél4 bimomentové zatiZeni situovana mezi
konci nosniku. Vlozené pruzné spojky spojujici jednotlivé segmenty prizmatického prutu
vyvolavaji nespojitosti, které jsou zahrnuty do distribu¢nich derivaci thlu krouceni (12) a
zkrutu (11). Pfedpokladame totiz, Ze ela spojovanych segmentti mohou v misté vloZenych
spojek volné deplanovat. Vnitini bimoment je proto v misté téchto spojek nulovy, coz je
zéroveil deformacni podminka, kterou pouZijeme k vypoétu velikosti skokové nespojitosti
deplanace a tedy zkrutu. Velikost nespojitosti v ihlu krouceni vypodteme pomoci
deformac¢nich podminek pruznych spojek. Pokud by vlivem odlisného konstrukéniho
provedeni Cela n€kterého segmentu v mist& spojky dochazelo k omezeni deplanace, museli
bychom do zobecnéného modelu zahrnout rovnéZ moZnost vzniku skokové nespojitosti ve
vnitfnim bimomentu v mist& takové spojky. Obecné feeni pro vnitini bimomentu je uvedeno
ve (13).

Zobecnény matematicky model vazaného ohybu a krouceni tenkosténného nosniku
otevieného priifezu byl odvozen ve tvaru systému dvanécti oby&ejnych diferencialnich rovnic
(15) az (26). Slozky osamé&lého piiéného zatiZeni s piisobisti mezi konci nosniku byly
zahrnuty do distribu¢nich derivaci slozek posouvajici sily (15), (19). Slozky osamélych
silovych dvojic situované mezi konci nosniku a vyvolévajici ohyb, resp. krouceni, nosniku
byly zahrnuty do distribuénich derivaci slozek ohybového momentu (16), (20), resp.
krouticiho momentu (23). Osam&lé bimomentové zatiZeni ptisobici mezi konci nosniku bylo
zaClenéno do distribu¢ni derivace vnitiniho bimomentu (24). Obecné feSeni pro thel krouceni
je uvedeno v (27).

Pro vSechny tii odvozené systémy diferencialnich rovnic s distribuénimi derivacemi
byla vypoctena obecna feseni. Jejich integra¢ni konstanty maji tvar po&atednich parametrd.
Nespojitosti obsazené ve vypotteném obecném feseni jsou vyjadieny pomoci Heavisideovy
funkce jednotkového skoku. Mé&rna zatizeni, dosud ponechané v obecném tvaru, vystupuji
v konvolutornich soucinech. Pii vyjadieni ptislusného mérného zatiZeni jakozto funkce po
Castech spojité pomoci Heavisideovy funkce lze odvozené vyjadieni konvoluci dopocitat
aplikaci véty o Laplacové obrazu konvoluce distribuci.

U kloubove podepreného nosniku skiitiového profilu zatiZeného osam&lym bfemenem
byl dle vyse uvedeného zobecnéného modelu stisn&ného ohybu vyposten pribsh
bezrozmérného axidlniho membranového napéti obr. 1 podél stiednice v misté bfemene a
podél nosniku na rozhrani pasnice a stojiny obr. 2, kde se vyskytuje $pitka napéti. Vypoctené
priibéhy ukazuji piisobeni efektu ochabnuti smykem.

Efektivita analytického vypoétu tenkosténnych nosnik na zakladg zobecnénych
modeld, které byly odvozeny v této praci, spo&iva v tom, Ze zobecn&né vnitini sily (vysledné
vnitini U¢inky) a slozky pfetvofeni se vypotitaji naraz podél celého nosniku bez nutnosti
sestavovat podminky spojitosti a hladkosti priihybové &ary v bodech nespojitosti zatiZeni a
uloZeni nosniku a bez nutnosti uvoliiovéni v mistech vloZenych kinematickych dvojic. To
plati jak pro nosniky ulozené staticky ur¢itg, tak i pii jejich statické neur&itosti. Efektivité



vypoctu pispélo znaénou mérou symbolické programovani, jehoZ bylo v préci uZito pomoci
programového prostredi Maple 9.5.

Lze oCekévat, Ze aplikace zobecnénych funkci mohou rovnéZ prispét ke zjednoduseni

analytického vypoctu n&kterych desek a skofepin a usnadnit feSeni nékterych stabilitnich
uloh.
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